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-PREPACE 


DE LA PREMIERE EDITION. 


Les Traités sur les fonctions elliptiques imprimés en France 
sont des Traités complets destinés spécialement aux mathé- 
maticiens : la plupart d’entre eux prennent comme point de 
départ les théoremes généraux de la théorie des fonctions; 
dans tous, l’étude des fonctions elliptiques est envisagée au 
point de vue le plus général et poussée le plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, équations modu- 
laires, multiplication complexe). 

Nous nous sommes proposé de faire un Traité des Fone- 
tions ellipuques, d'un caractére élémentaire, en un seul 
Volume, contenant les principes essentiels de la Théorie et 
montrant, par des applications simples, combien ces- fonc- 
tions sont utiles pour la résolution de certaines questions de 
Géometrie, de Mécanique et de Physique mathématique. 

La Théorie des fonctions elliptiques est comme une Trigo- 
nomeétrie d’un ordre plus élevé; nous nous sommes limités 
dans notre exposé aux principes fondamentaux; ces principes 
étant bien compris, les parties plus profondes de la Théorie 
deviennent facilement accessibles. 

Pour réduire au minimum les emprunts a la Théorie des 


‘fonctions, nous prenons comme point de départ la notion du 


développement d’une fonction uniforme par la formule de 


Taylor; nous ne nous servons pas de la théorie de Cauchy 


sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. Nous 
donnons, dans une courte introduction, la définition des 
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quelques termes tirés de la Théorie des fonctions, qui sont 
employes dans !Ouvrage. 

La Théorie des fonctions rationnelles et des fonctions tri- 
gonométriques est d’abord exposée par les méthodes mémes 
qui sont employées ensuite pour les fonctions elliptiques. Le 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avec lesquelles il 
est familiarisé, l’enchainement des raisonnements et des 
théorémes qu’il rencontrera ensuite pour les fonctions ellip- 
tques. 

Les formules principales de la Théorie des fonctions ration- 
nelles d'une variable z se réduisent 4 deux formules types : 
une premiére formule mettant en évidence les valeurs de x, 
qui rendent la fonction rationnelle f(x) nulle ou infinie 


ul ee MMi) CB Oa pee | en a) 
LUN es any eee ae ne 


puis une deuxiéme formule, dite de décomposition en élé- 
ments simples, mettant en évidence les points ou la fonction 
devient infinie, et la facon dont elle y devient infinie 


J (2) = Co GC, #4 Cia? =F Ge 


A B Len 
Ca PPR ARDS SRS 


Pelément simple est la derivée de Log (a — a). 


xL—a 

Les formules principales de la Théorie des fonctions trigo- 
nométriques peuvent, de méme, se ramener a deux types ana- 
logues : une premiere formule mettant en évidence les points 
ou la fonction devient nulle ou infinie 


sin(# — @,)sin(%—a@,).. .sin(#— a,) 


r\/—=A i a pleas oe Seay Raa eN DVL REALE EAE Se, 
a) e sin(«# — b,) sin(.v — by). ..sin(a# — bp) 


etune deuxiéme formule, appelée formule de décomposition 
en éléments simples, mettant en évidence la facon dont la 
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fonction devient infinie 


f(x) = Cot Grer?+ Creti+... 4 C,, erm 
he C; ere al Se alt Ci, enna 


+ Acot(z—a)+ Beot(a—b)+...+ Leot(a—l). 


On peut remarquer encore que |’élément simple 


cot( 2 — a) 
est la dérivée de 
Log sin(z — a). 


De méme, dans la Théorie des fonctions elliptiques, il 
existe deux formules fondamentales : 1° une formule de 
décom position en facteurs 


Hiz—a,)...H(2— a,) 


GE == we (a2 b,)).. Wie =) 


mettant en évidence les points a,, a,,..., @, ol. la fonction 


mies “TL 
s'annule, et les points b,, b,, .... b, ou elle devient infinie ; 
2° une formule de décomposition en éléments simples, due 


a M. Hermite 
f(@2)=Q,+ AZ(a2—a)+...4+ LZ(x2— J), 
ou l’élément simple Z(2— a) est égal a 


dLogH(a«—a) 
ax : 


La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondés sur l'emploi de l’une ou de V’autre de ces deux for- 
mules : ces calculs se raménent donc a des régles simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Théorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traité a l'autre. Tout 
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em- 
ployer aucune notation nouvelle. Nous avons exposé simul- 
tanément deux systémes de notations qui doivent subsister 
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définitivement : celui de Jacobi, constamment suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, et celui de M. Weier- 
strass. Le passage de l’un de ces systémes a l’autre est aisé : 
néanmoins, il importe de les conserver tous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l’un des 
syslémes que dans l’autre. En outre, aprés avoir lu un Traité 
élémentaire, le lecteur doit connaitre les deux systémes, afin 
de pouvoir lire ensuite les Livres ou les Mémoires écrits dans 
chacun d’eux. 

Pour préparer les applications, nous avons étudié avec soin 
les cas particuliers ot les valeurs des fonctions elliptiques 
sont réelles, les seuls qui puissent se présenter en Mécanique 
et en Physique. 

- Chaque Théorie est suivie immédiatement de quelques 
applications; ainsi étude de la fonction p de M. Weierstrass, 
quand lune des périodes est réelle et l'autre purement ima- 
ginaire, est suivie d’applications a la cubique plane, a la 
lemniscate, au pendule sphérique, au mouvement d’un corps 
pesant de révolution suspendu par un point de son axe; 
l'étude des fonctions de Jacobi, pour le cas oti le module est 
réel et plus petit que un, est suivie d’applications a la biqua- 
dratique gauche, ala surface des ondes, au pendule simple, 
a l’élastique plane, a la corde a sauter, aux mouvements a la 
Poinsot; l’étude de la fonction p, dans le cas de deux périodes 
imaginaires conjuguées, est suivie de lapplication au mou- 
vement d’un projectile dans un milieu dont la résistance est 

‘proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite 
quelques applications au probleme de Lamé et au probléme 
de l’élastique plane sous pression normale constante, dont les 
intégrales, découvertes par M. Maurice Levy, ont été conver- 
ties en formules elliptiques par Halphen. 

L’Ouvrage se termine par la Théorie des fonctions que 
M. Hermite a appelées fonctions doublement périodiques de 
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deuxtéme ou de troisiéme espéce, avec applications a équa- 
tion de Lamé et aux équations de M. Picard, et par quelques 
notions élémentaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent l’exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes 
et kleinéennes de M. Poincaré. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
périodiques de deuxiéme espéce deux formes essentielles : 
décomposition en facteurs et décomposition en éléments 
simples, d’aprés M. Hermite; puis nous indiquons, pour les 
fonctions de troisiéme espece, deux formes analogues, en 
employant l’élément simple introduit par M. Appell. 

Les principales formules sont résumées dans un Tableau 
place a la fin du Volume. Sauf dans l’exposé de la transfor- 
mation de Landen, nous n’avons pas donné de Tables numeé- 
riques, car, dans la plupart des cas, les séries définissant les 
fonctions a calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numeriques a la fin du Calcul inté- 
gral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

Nous espérons qu’aprés avoir étudié cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonc- 
tions trigonométriques. Nous avons choisi des applications 
aussi varices que possible : on en trouve d’autres, d’une 
grande élégance, dans le Traité de M. Greenhill. Quant aux 
développements théoriques, nous pensons avoir mis le lecteur 
a méme de lire les grands Traités de Briot et Bouquet, d’Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 
feuilles de M. Schwarz. 


Paris, 27 seplembre 1896. 
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La théorie des fonctions méromorphes doublement pério- 
diques, appelées aussi fonctions elliptiques, est illustration la 
plus simple et la plus complete de la théorie moderne des fonc- 
tions. En outre, les fonctions elliptiques interviennent dans la 
solution d’un grand nombre de problémes de géométrie et de 
mécanique. 

De la, le double intérét analytique et pratique quis’attache 
a ses fonctions. 

D’abord, du point de vue analytique, la theorie des fonc- 
tions elliptiques généralise la théorie élémentaire des fonc- 
tions rationnelles et des fonctions trigonometriques qui sont 
des cas particuliers limites des fonctions doublement pério- 
diques, cas particuliers dans lesquels les deux périodes ou 
une seule des deux périodes deviennent infinies. 

La périodicité du sinus et de la cotangente se manifeste 
par la décomposition en facteurs ou en éléments simples 


la valeur xn = 0 étant exceptée,  étant la période, 


/ 


T I I I 
(1) SOO =-—= SS =$+>(—3+55) 
@) 6) $(Z) 3 Z— Nw No) 
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de méme celle des fonctions doublement périodiques résulte 
des formules suivantes qui définissent ces fonctions dans la 
notation de Weierstrass : 


a 1 22 


ie te I g enon nO+Nw), 
4 ~ _——— “ =a 
I] no + 1! oy! 


la combinaison 


élant exceptée, w et w/ étant les périodes 


poor 


o/(z) 


o(2) a5 


|e 


| 


I Fe 
highs las ae 0 7 ae RD ) 
Gh hs ae eae Oo No + Ml Ww (26) + n'a) ) 


I I I 
Tego eee |: 
z7 Ins ys | 


Toute la théorie est dominée par cette analogie. Les 
diverses expressions des fonctions elliptiques résultent de ces 
vues générales, soit dans la notation de Weierstrass, soit dans 
celle de Jacobi : viennent ensuite les formules dites d’inver- 
sion, généralisant la formule élémentaire 


oy 
¥ Vireee ge 


(3) 


qui donne s == sinz et se rapportant aux cas ou le radical, au 
lieu de porter sur 1—s°, porte sur un polynome du troisiéme 
ou du quatrieme deeré, 

Mais, ici, se présente une différence profonde entre le cas 
des fonctions circulaires et celui des fonctions elliptiques : 
s'il est facile de prouver que la fonction s(z) définie par (3) 
est une fonction entiére périodique, il est notablement plus 
complique d’établir que la fonction u= p(s) définie par 
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linversion de 


du : 
= 5 (82, &3 réels ou complexes ) 
hy ee bes 


— 22 lt — 23 


est une fonction méromorphe doublement périodique. C’est 
le probleme de Vinversion; a diverses reprises, dans le cours 
de cette nouvelle édition, on a insisté sur |’importance de 
ce probleme; la fin de l’Ouvrage une Note étendue lui a été 
consacrée. 

Parmi les autres additions de I’édition actuelle signalons 
d’abord une étude sur les polygones de Poncelet, avec dis- 
cussion des différents cas topologiques de figures. De plus, 
on a repris a nouveau la théorie de la surface des ondes; cette 
surface constituel’exemple le plus simple des surfaces hyperel- 
liptiques de rang 2, remarque qui est l’origine de la discus- 
sion nouvelle. 

De méme, ona transformé complétement l’ancien Chapitre 
sur les fonctions modulaires; on s’est proposé d’étudier les 
fonctions J(z) et A?(7) dans leurs domaines fondamentaux 
respectifs, sans s'appuyer sur les propriétés de l’intégrale de 
Cauchy (de manieére a maintenir le point de vue de la pre- 
miere édition) et sans invoquer le secours des équations diffé- 
rentielles linéaires. 

La théorie des fonctions modulaires est apparentée a celles 
de la transformation et de la multiplication complexe; en 
elles se rejoignent quelques-uns des plus beaux Chapitres de 
PArithmétique, de l’Algebre, de l’Analyse. Ici, il ne pouvait 
étre question d’en esquisser l’étude; le lecteur qui voudrait 
Ventreprendre trouvera un exposé, d’un relief saisissant, 
dans le magistral Ouvrage de M. L. Bianchi : Lezioni sulla 
teorta delle funzioni di variabile complessa e delle fun- 
ziont ellitiche. 

Enfin, parmi les nouvelles Notes qui terminent cette seconde 
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édition, je signalerai la Note III; elle établit d’une maniére 
‘synthétique et rapide que les développements (1) et (2) satis- 
font a des équations différentielles telles que 


2 
2 


— +u*?+ —-=0 
dz 6)? 


- : 
du\? 
ee & 3 < 
(3) —= Wu — Sot — 535 


Telle est la nouvelle édition qui, reproduisant la premiére 


ou 


rédaction que nous avions faite, Lacour et moi, s’est enrichie 
d’applications et de théories nouvelles. Je tiens, en terminant, 
a exprimer tous mes remerciments a M. Garnier, |’éminent 
professeur de l'Université de Poitiers, 4 quisont dus presque 
tous les perfectionnements que présente la publication ac- 


tuelle. 
Paris, 17 juillet 1922. 
PAPPELL< 
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PRINCIPES 
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FONCTIONS ELLIPTIOQUES 


CHAPITRE I. 


NOTIONS PRELIMINAIRES. 


I. — GENERALITES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


1. Séries entiéres. Fonction holomorphe en un point. Zéros. — 
Soitu=x2+yI (x et y nombres réels; t= v=) une variable 
complexe; suivant l’usage, nous représenterons cette variable par 
un point appartenant a un plan (w), et admettant x ety comme 
coordonnées. par rapport a deux axes rectangulaires tracés dans ce 
plan. Désignons encore par @ une valeur fixe quelconque attribuée 


au, et considérons la série de puissances 
(1) Cote;(U—a)+...+en,(U—a)r+..., 


ott les ¢, sont des quantités choisies d’une facon quelconque, mais 
telle cependant que la série (1) converge pour une valeur wy de wu 
différente de a. 

Dans ces conditions, on démontre que la série (1) converge 
sirement pour tous les points u situés a Vintérieur du cercle Co, 
décrit dans le plan (uw), de a@ comme centre, et passant par le 
point uv : la série (1) représente donc en tous les points intérieurs 
a Cy une fonction f(w), susceptible d’une seule valeur, et bien 
déterminée. 
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On démontre encore que cette fonction f(w) est continue a 
Pintérieur de tout cercle concentrique a Cy, et de rayon plus peut; 
en particulier, lorsque wu tend vers a, /(u) tend vers la 
valeur cy = (a). Enfin, on démontre que la série formée par les 
dérivées d’ordre p des termes respectifs de (1) est convergente a 
Vintérieur de Co et y représente la dérivée d’ordre p de f(u) 
en particulier, on a donc 


ie ee a 12 Coe [CA y «aah oD ae Oey aera 
ce qui permet d’écrire la série (1) sous la forme 


Atle 


COO GAC om) )+ fla) + ae fa) + 


En définitive, la série (1) n’est done pas autre chose que le 
développement en série de Taylor d’une fonction f(w) dans le 
domaine du point u = @; et toutes les fois qu'une fonction f(u) 
pourra étre développée sous la forme précédente au voisinage 
d’un point a, on dira que la fonction est réguliére ou holomorphe 
au point a, et que le point @ est un point régulier pour la 
fonction f(w). 

Zeros. — Soit f(w) une fonction holomorphe pour u=@; s1 
f(a) est nul, on dit que a@ est un zéro de la fonction f(u); et, 
si f’(a) nest pas nul, le zéro est st¢mple. Si un certain nombre de 
dérivées f'(a), f''(a), ... sont nulles, f(a) étant la premiére 
dérivée non nulle, le zéro u=a est dit d’ordre n. Le dévelop- 
pement (1') peut alors s’écrire 


(2) J(u) =(u—a)"g(u), 


Je facteur g(w) désignant une série entiére en uw — a, qui ne s’an- 
nule pas pour w =a. En vertu de la continuité de la fonction g( w) 
pour u =a, on pourra donc décrire de a comme centre un cercle 
de rayon non nul a lintérieur duquel ¢(w) prendra des valeurs 
arbitrairement yoisines de g(a), et, par suite, non nulles. I en 
résulte que, du zéro uw =a de f(w) comme centre, on peut décrire 


un. cercle de rayon non nul a Vintérieur duquel /(u) ne posséde 


aucun autre zéro que a lui-méme : c’est cette propriété qu’on 
exprime en disant que les zéros d’une fonction f(w) sont des 
points tsolés. 


NOTIONS PRELIMINAIRES. 3 


2. Fonction entiére. Cercle de convergence d’une série de 
Taylor. — Imaginons maintenant qu’on fasse yarier u hors de Cy; 
a priori, deux cas seulement sont possibles : 


a. Ou bien la série (1), ou (1), est convergente quel que 
soit w; sil en est ainsi, la fonction f(w) sera dite entiére; une 
fonction entiére est donc holomorphe pour tout point wu a distance 
finie. Tel est le cas pour les fonctions classiques e”, sinw, cosu 
shu, chu; 


6. Ou bien il existe des valeurs de wu pour lesquelles (1) n’est 
plus convergente. Dans ce cas, on démontre qu'il existe un 
cercle [', de centre u =a, de rayon au moins égal a celui de Co, 
appelé le cercle de convergence de la série; il jouit de la pro- 
priété suivante : Pour tous les points intérieurs a I’, la série con- 
verge; pour tous les points extérieurs AT, la série diverge; pour 
les points appartenant a la circonférence de [, la série peut, 
suivant les cas, converger ou diverger. Le rayon de I est le rayon 
de convergence de la série. 


3. Fonction uniforme. — Ceci posé, admettons d’abord qu’il 
existe un point a, de F pour lequel la série f(w) converge ainsi 
que toutes ses dérivées successives; si la série 


— a, (u— a,)” 
+... 


Si(w) = far) + —— f(a) fMla,) +... 


| CAIN Ct KE 

a un rayon de convergence plus grand que zéro, on montre que 
dans la région commune aux deux cercles de convergence, f( uw) 
et f/,(w) ont la méme somme; f,(w) constitue ainsi le développe- 
ment en série de Taylor de la fonction f(w) autour du point 
régulier vu = a,; et il est clair que le nouveau développement /;( wu) 
permettra de calculer la fonction /(w) pour des points wu exté- 
rieurs aT. 

On congoit done que dans ce cas il soit possible d’étendre de 
proche en proche le domaine du plan w ot l’on connaissait pri- 
mitivement la fonction; ce prolongement du domaine initial 
pitecteslasdorme, d une chaine: decercles-li, Vy, %2,: lp, s..5 Gul 
peut d’ailleurs se couper elle-méme. Il peut done arriver qu’un 
méme point w’ appartienne a deux cercles I’; distincts, non consé- 
cutifs; sila fonction f(w) calculée a partir de vu =a jusqu’au= uw! 
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en suivant successivement les deux chainons aboutissant aux deux 
cercles I’; prend chaque fois la méme valeur, on dit que la fonc- 
tion /(w) est uniforme. Toutes les fonctions dont nous aurons a 
nous occuper ici seront des fonctions uniformes dans tout le plan; 
nous n’insisterons donc pas sur le cas ott la fonction n’est pas 
uniforme, nous bornant a rappeler que les fonctions élémen- 


taires \/u, Logu, arc tangu constituent autant d’exemples de fone- 


tions non uniformes. 


4, Points singuliers. Poles. Résidus. Points singuliers essen- 
tiels. — Revenons au cercle de convergence [ de la série (1). On 
démontre encore que sur I il existe nécessairement un point au 
moins, soit w,, qui n’est pas régulier. Un tel point est dit sin gu- 
lier, et ’énoncé qui précéde équivaut évidemment a celut-ci : 

Le rayon de convergence de la série (1) est égal a la distance 
du point @ au point singulier le plus voisin de a. C’est un point 
singulier isolé quand on peut décrire de ce point comme centre 
un cercle assez petit pour que la fonction n’ait pas d’autre point 
singulier dans ce cercle. ; 

Pour ne pas compliquer la notation, nous désignerons mainte- 


nant par @ un point singulier tsolé. 


Péles. — Un point singulier a est un péle quand la fonction 
devient in finte ence point ala facon d'une fraction rationnelle. 
Pour préciser, le poimt @ est un pole, quand la fonction f(«) 
devient infinie en ce point et qu'il existe une fraction rationnelle 


A A g 
Oh) ie ee ee Sonantag 
u—a (u—a)? (u—a)* 


telle que la différence : 


f(u)—9(u) 


soit holomorphe au point a (les lettres A, Ay, ..., Ag-4 désignent 


des constantes). La fraction rationnelle ©(«) s’appelle la partie 
principale de la fonction f(w) relative au pole a; le coefficient A 


I pee Siglo uN i 
de aa et le résidu relatif ace pole : Pentier « est l’ordre ou 


degré du pole et la fonction f(w) est dite méromorphe au point 
u =a. On aalors, dans un certain cercle y de centre a, 


J(u) = 9(u)+ g{u), 
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(uw) étant une fonction holomorphe au point a; et cette relation 
montre qu’a Vintérieur de y f(w) est holomorphe pour tout 
point iw distinct de a; en particulier, dans y, f(w) ne posséde 
aucun autre pole que wu =a, ce que nous exprimerons encore en 
disant que les péles d’une fonction méromorphe sont des points 
rsolés. Revenons a la relation précédente; nous pouvons l’écrire, 
en réduisant le second membre au méme dénominateur (u— a)*, 
fu)= ee, 
G(w) étant une fonction holomorphe au point a, différente de zéro 
pour u=a. : 
Nous dirons aussi que le point @ est un infin d’ordre « de la 
fonction. ; 


Points singuliers essentiels. — Quand un point singulier a 
dune fonction uniforme f(z) n’est pas isolé, ou qu’étant isolé il 
n’est pas un pole, on dit quail est un point singulier essentiel. 
Par exemple, @ est un point essentiel si f(w) admet une infinité 
de zéros dans le voisinage de @: car, sia était un point régulier 
ou un pole d’ordre a, G(w) = (u~a)*f(u) [aveca=o0 ou > o| 
serait continue pour w= a (n° 1); en vertu de cette continuité, 

a serait un zéro de G(w) et devrait étre isolé (n° 4) 

Nous ne nous occupons dans la suite que de fonctions dont les 
seuls points singuliers a distance finie sont des poles. Ces fonce- 
tions sont dites méromorphes dans tout le plan, ou, plus simple- 
ment, méromorphes. 


5. Remarque sur les zéros et les poles. — Si le point a est un 
zéro dordre n de la fonction f(u), il est un pdle simple de ré- 
eC 


en effet, on a alors, 


sidu n dans la dérivée logarithmique — 
: 8 eFC 


dans le voisinage de u= a, 
f(u) = (u—a)rg(u), 


puis en prenant les logarithmes et les dérivées, 


comme g(u) n’est pas nul pour w=a, on peut diviser la 
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série 2’(u) par la série g(u), le quotient étant encore une serie 


o'(u) 
: one opts ee : oi 
de puissances positives; aimst le rapport ein) est. une fone 


tion holomorphe au point a; done ce point est un pole simple de 
fi“), 
J(u) 


De méme, si le point w=a est un pole d’ordre « de- f(a); 


résidu n de 


: ; ers he (GE ae ff A 
‘ mn ple ; = . t, dans cette 
il est un pole simple de résidu —z. de Tia) En effet, s 


hypothése, on a, au yoisinage de a, 


& 


G(u) 
f(u)= aye 
Wou 
FOS —4 pe See 
J(u) u— a G(u) 
G "¢ ] Ses VRecue est une fonction 
comme G(w) ne s’annule pas pour u=a, ree 


holomorphe en a et le théoréme est démontré. 


6. Point 4 Vinfini. — Pour étudier une fonction f(u) de u 

5 a . I r = 

quand wu devient trés grand, on fait u = wet Von suppose wu’ trés 

peut. La fonction f(w) est dite holomorphe au point u=« 
I 


quand (3) est holomorphe au point u'= 0: on a alors, pour des 


valeurs Lrés petites de w', 
I <= t 19 
ie fe = Ap + Qu + aA,U*+ .., 


et par suite, pour des valeurs trés grandes de wu, 


\2 


I I 
WOO) SS Gye Gh Se Gi =) +... 
u u 


Lorsque la fonction est ainsi holomorphe au point 2%, le pointe 
est un zéro d’ordre n quand ay, a, ..., A@y_, sont nuls, a, étant 


bets ; ; ; Sante ‘ 1\2 
différent de zéro. La fonction s’annule alors a l’infini comme (=) 5 
u 
Le point al infini est un pole ou un point singulier essentiel pour 
/ (4) quand le point vu’ =o est un pole ou un point essentiel pour 


bi i - . A Z ess 
I (=). Supposons que ce soit un pole : alors, par définition, on a 
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pour de petites valeurs de uw’ 


I Ne A A A 
f( )= ee a de ee ay All tas UO 


u’ ue u' u’ 


cest-a-dire, pour de grandes valeurs de u, 


“ I I 2 
- f(uy = Ag-1u%+...+ Aywt Au+ay+ ae a(=) tee. 
u u 


La partie 
@(u) = Agu... + Aj u>+ Au, 


qui devient infinie au pole uv = a, estla partie principale relative a 
ce pole; « est l’ordre du pdle. 


7. Théoréme fondamental sur les fonctions entiéres. — Nous 
admettrons encore la proposition suivante, due a Liouville, et 
dont on trouvera une démonstration a la Note [, a la fin de 
POuvrage : 


Toute fonction entiére f(u) dont le module reste, quel que 
solt u, inférieur a un nombre fixe, se rédutt nécessairement a 
une constante. 


Cette proposition jouera dans la suite un role fondamental. 

Dans les deux paragraphes suivants, nous allons traiter comme 
exemples les fonctions rationnelles et les fonctuons trigonomé- 
triques. 


[l. — FoncTioNs RATIONNELLES. 


8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connait assurément les 
propriétés des fonctions rationnelles : décomposition en fractions 
simples, utilité de cette décomposition pour l’intégration et méme 
la différentiation, décomposition en un quotient de deux produits 
de facteurs linéaires. 

Nous reprendrons briévement cette théorie, en suivant une 
marche analogue a celle que nous emploierons plus loin pour 
obtenir l’expression générale des fonctions elliptiques, d’abord 
sous une forme toute semblable a celle d’une fraction rationnelle 
décomposée en fractions simples, puis sous une forme semblable 


8 CHAPITRE TI. 
a celle d’une fraction rationnelle décomposée en un quotient de 


deux produits de facteurs linéaires. 


9. Fonction rationnelle particuliére. — La fonction 


u 


(3) AU) es a =, 


est holomorphe a distance finie en tous les points autres que u = 1, 
“w= 2. Ces deux points sont des poles du premier ordre. La partie 


principale relative au pole w= 1 est 


©, (i) = — : : 


Sa | 


en effet, on vérifie immédiatement que la différence f («) — %(u) 
est holomorphe au point w=1. Le résidu relatif au pole u=t 
est —1. De méme la partie principale relative au pole wu = 2 est 


avec le résidu 2. Au point 90 la fonction est holomorphe, car 


I u' 
fla) ae G-=w)yO—2.0 4 


est holomorphe au point u'=o. On voit que u'= 0, c’est-a-dire 
u=%, est un zéro simple. La fonction /(w) a done deux poles 
simples u=1, w= 2 et deux zéros simples w= 0, u = : on dit 
qu'elle est @ordre 2, On peut remarquer que |’équation 


f(uy=C 


a deux racines quelle que soit la constante C. 
Comme les fonctions ©,(W) et o2(u) sont helomorphes partout 


a distance finie et ae aoe aux poles respectifs 1 et 2, la 
différence 


J (4) — 91( 4) — 92(u) 


est holomorphe partowt a distance finie et infinie, y compris les 
poles 1 et 2, d’ aprés la définition des parties principales ©, et Op. 
Cette hae est done une constante et, comme elles nals a 
Pinfini, puisque chacune des fonctions Sf; 91, 92 s’y annule, elle 
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est égale a zéro. On a donc 
J (4) = 91(%) + 92(%), 


formule que donnerait immédiatement la décomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 


10. Cas général. Poles et zéros. Ordre. — Une fonction ration- 
nelle 5 
7 au ™+azurl4...ta, Pig 
(4) f ( wu) = 0 1 : VL aes P(u) é 
by urs+ byut-i+...4+ bn Q(u) 


ot P et Q sont deux polynomes de degrés m et n, est une fonction 
qui, 4 distance finie et infinie, n’a d’autres points singuliers que 
des poles. A distance finie, elle a comme poles les racines de 
Q(u)=o : le nombre des péles a distance finie, en comptant 
chacun d’eux avec son degré de multiplicité, est done n. 


1° Sim > xn, le point o est un pole d’ordre m— n. Le nombre 
total des poles a distance finie et infinie est donc 


rn+(m—n)=m. 


Il y a aussi m zéros qui sont les racines de P(w) =o. La fraction 
a done m poles et m zéros : on dit qu'elle est d’ordre m. L’équation 
f (uw) =Cam racines quel que soit C. 

2° Sin > m, le point o est un zéro d’ordre n — m. La fraction 
a alors n poles et un nombre égal de zéros, car il y enama 
distance finie [les racines de P (w)| et nm —m réunis a Vinfini. La 
fraction est d’ordre n; Péquation f(u) = C a toujours n racines. 

3° Sim=n, le point © n’est ni un pole ni un zéro; il y a en- 
core autant de zéros que d’infinis : la fraction est d’ordre m= n. 


En résumé, une fonction rationnelle f( wu) a toujours dans tout le 
plan, l’infini compris, autant de pdles que de zéros; le nombre des 
poles ou des zéros est ordre de la fonction : l’équation f(u)=C 
a, quel que soit C, un nombre de racines égal a ordre. . 


11. Formes analytiques principales des fonctions rationnelles. 
— On peut mettre une fonction rationnelle sous deux formes dif- 
férentes suivant que l’on veut mettre en évidence les poles et les 
parties principales, ou les pdles et les zéros. 
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° Premiére forme mettant en évidence les poles et les par- 
= principales correspondantes. Décomposition en fractions 


Wie . . 5 
simples. — Appelons a, b,..., / les poles a distance finie res-- 
pectivement d’ordre a, B, ..., A et 

eae Ay A 
= ears: au 
abt, (Ue at) (ATE eee | 
Bg - By B 
Go ( Lb) == \ 


an = Oe Cand Vato b- 


les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
généralité, que le point soit un pole, ce qui arrive sim > n; et 
soit 

w(uw)= Mows+...+ M,u?+ Mu (s=m—n) 


la partie principale relative a ce pole. 
Chacune de ces parties principales est holomorphe partout, 
excepté au pole correspondant. La différence 


(5) J(u) — 91 (4) — $2( 4) —... = wu) 


est done holomorphe partout @ distance finie et infinite. En 
effet, au pole a, la difference /(w) — 2,(w) est holomorphe et les 
fonctions 92, ..., w le sont. Il en est de méme aux pdles b, ..., L. 

A Vinfini, la différence f(w)—w(wu) est holomorphe et les 
fonctions 9, 92, --. le sont aussi. Done la différence (3), holo- 
morphe partout, est une constante My, et Yona 


J(u) = Mo+ w(t) + 9) () + O2()+..., 


J (4) = Mo+Myu+...+ Mout+ ») F vite Se ae A = A > 
la somme ¥ étant étendue a tous les poles a distance finie. 

On retrouve ainsi la formule élémentaire de décomposition des 
fonctions rationnelles en fractions simples : elle met en évidence 
les poles et les parties principales correspondantes, et elle donne 
immédiatement Vintégrale d’une fonction rationnelle. 

On peut écrire 


f= M+ | Ae st Beier ey poe nes |, 


(GU —— 2 Cl) er Ea 


la somme » étant étendue a tous les poles a distance finie et 
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3 P ms ; Z Saaees a eee ‘ I 
infinie, si on convient que, pour un pole a rejeté a lmfini, cues 
doive étre remplacé par uv, ou en abrégé que 


I 
w—a= = quand a=~x, 


On remarquera que l’on peut prendre arbitrairement les parties 
principales relatives 4 tous les poles, propriété qui ne subsiste pas 
pour les fonctions elliptiques. 


2° Deuxiéme forme mettant en évidence les zéros et les 
injinis. — La deuxiéme forme ‘qu’on peut donner a une fonction 
rationnelle met en évidence ses séros et ses tnfints. Il suffit pour 
cela de décomposer les polynomes P et Q, qui forment le numé- 
rateur et le dénominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degré, et Von aura : 


(7) f(ujy=C 


(Uo Cw a5)... (0 — 2) ) 


(u— B,) (w— Bo)...(u Prey 0 


expression ou certains facteurs peuvent étre égaux, soit au numé- 
raleur, soit au dénominateur. 


3° Passage de la premiére forme a la seconde. — Soit f(u) la 
fonction rationnelle considérée ayant pour zéros a, 42, ++; %my 


ctpour poles Bi, Ba, ..%,.B;- 


5 fi (uw) é ; : ; 
La Honctone est aussi une fonction rationnelle ayant pour 


fu) 
poles simples les zéros et les infinis de f(w) (n° 5), les zéros 
simples avec le résidu +1 et les poles simples avec le résidu — 1. 


Cu os ae ats 
En mettant alors oes sous la premiére forme (décomposition 
en fractions simples), on a 
5 BER es ! : I : I 
J(u) ae en ee uU — Oy 
I I l 
u— 3, u— u— Bp 


Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve 
Vexpression (7). 


12. Remarque. — Nous venons de voir qu'une fonction ration- 
nelle n’a d’autres points singuliers que des poles a distance 
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finie et infinie. La réciproque est vraie. Une fonction uniforme 
nayant d'autres singularités a distance finte ou infinte que 
des poles est une fonction rationnelle. Nous nous bornerons a 
rappeler ce théoréme, qui est une conséquence du théoréme fon- 


damental du n° 7, et dont nous n’aurons pas a nous servir. 


13. Relation algébrique entre deux fonctions rationnelles. 
Théoréme d’addition algébrique. — Soient f(w) el g(u) deux 
fonctions rationnelles; entre les équations 


AB SING) V = FLU), 


éliminons la variable w; le résultat de cette élimination sera une 


équation de la forme 
Rigaay =o; 


ot F est un polynome par rapport a x et y. Par définition, toute 
courbe algébrique, dont l’équation F(a, y) =o peut s obtenir par 
une élimination telle que la précédente, est dite wnicursale (ou 
rationnelle ); ses coordonnées peuvent s’exprimer par des fractions 
rationnelles d’un paramétre auxiliaire uw. Soit n le plus grand des 
ordres des deux fonctions rationnelles / et g¢; on démontre que la 


(rn —1)(n—2) ne 
. points 


courbe est de degré n et quelle posséde 
doubles (distincts ou infiniment voisins). D’une facon générale, 
soit d le nombre des points doubles dune courbe algébrique plane 
de degré n; la différence 

(m—I1)(nm—2) 


d, a 
D 


qui ne peut étre négative, s’appelle le genre de la courbe; les 
courbes unicursales ont donc un genre nul (c’est-a-dire le 
maximum du nombre de points doubles compatible avec leur 
degré). Inversement, on démontre que toute courbe de genre zéro 
est unicursale. (Cf. Appetit et Gounsar, Théorie des Fonctions 
algébriques et de leurs intégrales, Paris, 1895, p. 284.) 

Enfin, entre les équations (ow f est rationnelle ) | 


Dif unys nen) b= f(u+oe), 
éliminons uw et v; le résultat sera une équation de la forme 


ice Vs) On 
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ou P est un polynome par rapport a x, y, 5; c’est dire que quels 


que solent uw et y on aura identiquement 


Z P[f(«), fle), f(ut+ °)] =o. 


En d’autres termes, /(u +) est une fonction algébrique 
de f(u) et f(v), ce qu’on exprime en disant que toute fonction 
rationnelle f(u) admet un théoréme d’addition algébrique. 


III. — FoNcTions TRIGONOMETRIQUES. 


14. Objet du paragraphe. — Nous allons présenter les points 
fondamentaux de la théorie des fonctions trigonométriques, en 
suivant une vole identique a celle que nous adopterons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 


15. Fonction sinw; sa définition par un produit infini. Fonctions 
I va peas REG Geary 
cotu et ae leurs expressions par des séries. Périodicité de ces 


fonctions. — La fonction sinw est une fonction entiére ; en d’autres 
termes (n° 2), c’est une fonction holomorphe en tous les points a 
distance finie. Elle s’annule aux points 


t= O; StAST AE Dy pias 


C’est ce que met en évidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous considérons comme servunt de 
définilion ad sinu : 


! i ats 
(8) sin = ef | 1— —— Je’”’™, 
: mr 


le produit II’ étant étendu a toutes les valeurs de l’entier m de 
—o a +o, la valeur m=o exceptée. [On trouvera dans la 
Note III, a la fin de POuvrage, la démonstration de Pidentité de la 
fonction représentée par (8) avec la fonction sinu définie en tri- 


a 


gonométric.] Grace ala présence du facteur e””, le produit II’ est 
absolument convergent. Cette fonction sinw est impaire, comme 
on le voit sur le produit (8). En effet, comme m prend toutes 
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les valeurs de —# a +, on peut le changer de signe et écrire 


f u ee 
sinu = uf | (1+ le UUs 
r a Mme 
Changeant ensuite ~ en — uw, on voit, en comparant a (8), que 
sin(— w) est égal a — sinw. 
Le point 9 est un point singulier essentiel de sinw : en effet, si 
aie t! . . A « 
Von fait w= —> on voit que, dans une aire aussi peute qu’on le 
u 
ne i} Pa le { s we I d a fi ite 
veut entourant le pomt wv’ = 0, la fonction sin — admet une infinité 
? 1 Mays : 
de zéros u' = —- D’apres ce que nous avons yu (n° 4), le point 
NUT 


u' = 0 est donc un point singulier essentiel. 


Fonction cotu. — La fonction cotu se déduit de sinw, par la 
formule 
L ae I i 
COLT = =— DOs Sina. 
Cie 


D’aprés la formule (8), on a done pour cotw la série 


te 1 I 
aye iat: 
u—o Chee NL ae 27 
I I I [ 
+ (—— — - )+ ( ——— — — }+. 
NUR as Tw u+ 2T 27 


ou, sous forme condensée, 


I : 1 7 
(9) cou=-+) (ort ) 
u u—-mMmnr Mma 


la somme Y’ étant étendue a toutes les valeurs de l’entier m 


I 
colu => — aa 
u 


de —a a +o, la valeur zéro exceptée. La fonction cotwu est 
aussi impaire. Le développement (g) montre qu'elle a pour péles 
simples tous les points 0, +7, + on, ..., le résidu relatif a 


chacun de ces poles étant 1. Par exemple, le point w= 7 est un 
pole, et la différence 


col u — 


COG 


est holomorphe au point u = 7. La formule (g) met done en évi- 
dence les poles et les parties principales correspondantes de la fonc- 


tion. Le point u=c est un pout singulier essentiel pour cotu 
comme pour sinw. 
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° if e 
Fonction ——.- — La fonction 
sin? u 
f 
\ d Ne I 4 I 
. =— —cotu = — 4 oe 
sin? u du Ur | kd (U— mn)? 


est paire. Elle -a pour poles doubles tous les points 0, +7, 
aly ea .; la partie principale relative au pole uw=mr 
I 

est ——————__. 

CE Ne 

Périodicité. — Des formules précédentes on peut déduire 


facilement la périodicité des fonctions circulaires. Tout d’abord 


: i : aa 
le développement de Sai montre immédiatement que cette 
E 1 


fonction ne change pas quand on ajoute x a wu, car cela ne fait 
que déplacer les termes du second membre. 


On déduit de la: 


sin(u-+ 7) =esinu (= sap 


2 : 5 : - 73 
Pour déterminer ¢, faisons vu = — >; nous aurons 


et comme la fonction sinw est (mpaire, on aura 


&=—1 


d’ou la formule 
(10) sin(w+7)=—sinu, 


et par suite 


sin(u +27) =sinu. 


La fonction sinw admet donc la période de 27. 
Enfin, par différentiation de (10), on obtient 


col(u+n)=cotlu, 
ce qui montre que la fonction cotu admet la période zx. 


Développements en séries de puissances. — Pour calculer les 
premiers termes du développement de cotu en série de puissances 
dans le yoisinage de wu = 0, on peut employer la méthode suivante, 
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analogue a celle qui nous servira pour les fonctions de Weier- 


strass. On a, pour uw inférieur 4 mz (en valeur absolue), 


1 I u ue 


— = —_—.,. A 


u— Mr ans m? tT m3 73 


portant cette série dans le développement de cotw et ordonnant 
par rapport aux puissances de uw, on a une série de la forme 


u us u> 


1 
CON ai aed tae eee ae ee ee 
ot l’on a posé 
iT or ‘ | 
si= — Sys —_ 3= —; 
! m2’ pe mi’ . ms? 
t y / t 
I ey if I ohn 
les sommes . =; —; y —,... sont évidemment nulles, 
™m «aad 0? me? 


car m prend des valeurs deux a deux égales et de signes con- 
traires. D’ailleurs, il est facile d’établir la légitimité de la transfor- 
mation précédente. 

Or, on peut obtenir le développement de sinw en série entiére 
en intégrant le dernier développement de cotw, ce qui donne 


; S$, U2 Sp ut Sy us 
Log sin u = Log A+ Logu — — — — = — ——~ — _..., 
Tae 4 «* 6. a : 


SUI eA 16 a> ar eee ; 


ae std ae : sIn wu 
A désignant une constante d’intégration. Comme ete tend vers 1 


quand wu tend vers zéro, on a A = 1. Développant alors l’exponen- 
tielle en série, on obtient une série entiére donnant sinu. En 
identifiant le développement ainsi obtenu avec la série connue 


SI uw et 


Ces sommes sont bien connues : on les trouvera par exemple 


dans le Traité de Calcul différentiel de J. Bertrand (Cp) Aaa) 
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pour vérifier ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 


t 


ye I 
Sy = —_ = 2 —-) 
awe 17129 De n2% 


car, dans X', m varie de — «a+ @, zéro exclu. 


16. Fonctions trigonométriques en général. — D’une maniére 


générale, on peut appeler fonction trigonométrique une fonction 
J(u) rationnelle en cotw, car le sinus et le cosinus d’un arc s’ex- 
priment rationnellement en fonction de la cotangente de l’arc 
moitié que l’on peut toujours désigner par uv. Une fonction trigo- 
nométrique, ainst définie, est uniforme; elle est méromorphe 
fn ys elle ne change pas quand on ajoute a wv un multiple quel- 
conque positif ou négatif de =: c’est ce’ que l’on exprime en 

— disant que la fonction admet la période primitive x, ses autres 
périodes + an, + 3x, ... étant des multiples de la période pri- 
mitive. 

On peut mettre une fonction trigonométrique sous deux formes 
remarquables. L’une est analogue a la formule de décomposition 
des fonctions rationnelles en fractions simples; cette décomposi- 
tion a pour éléments la fonction cot(u — ~) et ses dérivées; c’est ce 

que Pon pourra yoir dans le Cours d’ Analyse del’Ecole Poly- 
technique (1873) de Ch. Hermite, p. 320 (GE uvres, t. II, p: 39), 
ou dans le Cours d’Analyse de M. E. Goursat, 3° édition, t. H, 
p- 38. autre forme est analogue a celle qui donne une fonction 


rationnelle sous forme du quotient de. deux produits de fac- 
teurs linéaires; l’élément qui remplace les facteurs linéaires 
est sin(w—«). Nous ne nous arréterons pas a établir ces formules 
qui nous sont inutiles pour la suite. 

Si on observe que toute fonction trigonométrique de période = 
est une fonction rationnelle de cotw, ct si lon se reporte au n° 13, 
on obtiendra aussitot les deux résultats suivants que nous nous 
contentons d’énoncer :, 


Relations algébriques. — Entre deux fonctions trigonomé-_ 


triques i \ 
eRe ves Site) 
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de méme période =, a lieu une relation algébrique définissant 


encore une courbe unicursale. 


Théoréme d’addition algébrique. — Une fonction trigono- 
métrique f(w) admet un théoréme d’addition algébrique : f(u—+¢) 


est une fonction algébrique de /(w) et f(v). 


Remarque sur la période des fonctions trigonometriques. — - 
Les fonctions que nous venons de considérer admettent la 
période x : 

Se x)= fw). 
Il est évident que, par un changement linéaire de variable, on peut 
faire en sorte quelles admettent une période quelconque 2w. IL 


suffit de poser 


on a alors 


oS CS 
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


I. — THioOREMES GENERAUX. 


17. Définition. — Nous avons observé (n° 12) qu'une fonc- 
tion rationnelle est caractérisée par la propriété détre une 
fonction uniforme n’ayant d'autres singularités que des poles. 

Nous avons remarqué également (n° 16) qu'une fonction trigo- 
nométrique (fonction rationnelle de cotw ou de sina u et cos2u) 
est une fonction méromorphe et admettant des périodes qui 
peuvent toutes étre composées par addition et soustraction avec 
une seule période primitive x. Mais ces propriétés ne caracté- 
risent pas les fonctions trigonométriques : elles appartiennent par 
exemple a e*"*” qui n’est pas une de ces fonctions. Pour achever 
de caractériser une fonction trigonométrique, il faudrait ajouter 
cette condition quelle posséde un théoréme d’addition algébrique. 

Nous définirons d’une facon analogue les fonctions elliptiques 
par les propriétés suivantes, qui les caractérisent complétement : 

On appelle « fonction elliptique » une fonction méromorphe 
admettant des périodes quit peuvent toutes étre comvosées par 
addition et soustraction avec deux périodes primitives 2 
et 2w!, dont le rapport w! 3} wo est imaginatre. 


La fonction admet donc les deux périodes 2 et 2'; on dit 
quelle est doublement périodique, tandis que les fonctions trigo- 
nométriques sont simplement périodiques. Elle vérifie les relations 


(11) Jf(u+ 20) =f(u), J(u +20') = f(u), 
Won Von conclut 


(12) , f(u+2mu+2nw')= flu), 


€ 


m etn désignant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 
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Nous ayons supposé que le rapport ~ est imaginatre; sil était 
réel, la fonction se réduirait & une fonction simplement périodique 
ou a une constante. C'est la un fait dont on trouvera la démonstra- 
tion dans la Note [LV et que nous admettrons pour ne pas inter- 
rompre Lexposition. 

Les fonctions ellipuques sont ainsi défimies ‘rn abstracto, par 
une propriété descriptive. Nous allons maintenant . construire, 
par des séries, les éléments analytiques a l'aide desquels on peut 
exprimer sous forme finie toutes les fonctions ellipuques. Nous 
indiquerons en méme temps leurs principales propriétés, parmi 
lesquelles nous signalerons dés a présent lexistence dur théoréeme 
d’addition algébrique et Vexistence d'une relation algébrique 
entre deux fonctions elliptiques aux mémes pértodes. 

Une premiére propriété, résultant immédiatement de la détini- 
tion méme, est celle-ct: La déerivée dune fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En ettet, les relations (11) ayant 


leu quel que soit wv donnent par differentiation 
| 


Se +20) = f' (ew), 


J (u+ 20) = f'(u). 


La dérivée f’( uw) admet done les périodes 2 et 2; elle est uni- 
forme.comme /( 1) et ses seuls points singuliers a distance finie 
sont des poles, car si f(w) est holomorphe en un point, il en est de 
méme de f’(w), et si fiw) a un pole en un point, il en est de 
méme de f’(w). 


18. Parallélogrammes des périodes. — La double périodicité peut 
se représenter géomélriquement comme il suit. Sot vo une quan-— 
tité quelconque (réelle ou imaginaire ); considérons dans le plan 
complexe les points représentant les quantités 


Ue, Uy t 20, Uyt2w +20, Wye 2W': 


r 
w 


puisque —.est imaginaire, ces quatre points ne peuyent appar- 
tenir a une méme droite; ils constituent done les sommets d'un 
veritable parallélogramme P. 

Plus généralement, les points 


‘ 


J = vf ‘ ' ’ 
Uo, Uy 20, Wy 204+ 20/7 > Uj 20’, 


ie 
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. 2% , 
ot: Yon a posé 
Uy = Up t2Moy + 2n0! (m et m entiers ), 


sont les sommets d’un parallélogramme P,,,, qui se déduit 
de P= Poo par une certaine translation; et quand on aura fait 
varier chacun des entiers m et n de —x a + ~%, les parallélo- 


grammes obtenus P,,,,, constitueront un réseau de parallélo- 


myn 
STammes, équipollents entre eux et recouvrant tout le plan. 

Si wv est un point quelconque du plan, il appartiendra done a 
Pun de ces parallélogrammes, P,,,,,, par exemple (sur la figure 1, 
OD a prism’ —=1, 72 — 2), Les points uw + 240+ 2¥ w’, ou p ety 
sont des entiers queleonques, sont dits homologues, ou con- 


Wig. 1. 


Uct Ow 
Uot2w 


gruents, ou équivalents a u; ils occupent dans les parallélo- 
grammes P,,,4,4, la méme situation que w dans P,,,,,, (nous en 
avons figuré quelques-uns). Parmi ces homologues, il en est 
done un, et un seul en général, qui appartient Aah iT 2e-esh le 
point w— 2m’ o> on’. Exceptionnellement, si W appartient a 
la frontiére commune de deux parallélogrammes, al y aura, sur 
deux cdtés opposés de P, deux points équivalents a wu. Bours 
conseryer la généralité de !’énonecé précédent, nous aise 
les cOtés Up, Uo + 20, Uo, Uy +2! comme appartenant a P (a 
exclusion toutefois des extrémités uy+ 20, wy+ 20’); quant 
aux deux autres cotés de P, nous les regarderons comme apparte- 
nant aux parallélogrammes limitrophes ae PB. 

Moyennant cette convention, nous pourrons donc dire qu'un 
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point queleconque du plan est homologue a un point et a un seul 
du parallélogramme P. Nous appellerons les parallélogram mes P,,, n 
parallélogrammes des périodes, ou parallélogrammes élémen- 
taires; le choix de P parmi ces parallélogrammes est évidemment 
arbitraire. 

Ceci posé, nous pouvons interpréter la signification ge¢omeé- 
trique des relations (12) : elles expriment que la fonction f(w) 
reprend la méme valeur en tous les points homologues. {1 suffit 
done de connaitre la fonction f(w) dans un des parallélogrammes 
pour la’connaitre dans tout le plan. 


19. Théoréme fondamental. — Une fonction elliptique a au 
moins un pole dans un parallélogramme élémentaire, stnon elle 
se réduit a une constante. En effet, supposons qu'une fonction 


Fig. 2. 
eeN 
Pc . 
oe 
— ne a 
ere ss he ‘ a 
\ eas ial \ soe" i 
Cydet SS At 
ee 
iy ; . 
a %, 
% 5 N ze s 
\ ‘ ania 
\ as 
eae 


elliptique /(w) ne présente aucun pole dans un parallélogramme 
élémentaire, P, par exemple; elle sera holomorphe dans le paral- 
lélogramme et, par suite (n°? 18), dans tout le plan : ce sera done 
une fonction entiére (n° 2). 

? 
la fonction entiére /(w) sera bornée dans tout le plan, et, par 
suite, se réduira 4 une constante (ne qi'\3 


Montrons alors que f(w) est bornée dans P; il en résultera que 


Or, si f(w) nest pas bornée dans P, joignons les milieux des 
cotés de P de facon a diviser P en quatre parallélogrammes 
égaux (fig. 2); dans Pun au moins de ces parallélogrammes, f(w) 
ne sera pas bornée. Procédons sur ce dernier parallélogramme 

Oo 
comme sur P, et ainsi indéfiniment; nous formerons une suite 
de parallélogrammes emboités les uns dans les autres et qui ten- 


dront vers un point a de P (ou de sa frontiére) au voisinage 


’ 
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duquel |f(w)| prendra des valeurs supérieures a tout’ nombre 
positif donné : ce qui est absurde, puisque, au voisinage de uw, 
J(u) ‘differe trés peu de f(a). 

On trouvera plus loin (Chap. XII, n° 231) une démonstra- 
tion directe du théoréme actuel, complétement indépendante du 


théoréme de Liouville. 


20. Une fonction elliptique a un nombre limité de poles dans un 
parallélogramme élémentaire. — Ainsi, une fonction elliptique 
a au moins un pole dans un parallélogramme; nous voulons 
montrer qu’elle en a un nombre limité. En effet, supposons que, 
dans P, une fonction /(w) ait une infinité de poles; procédons 
comme tout’ a Vheure, et divisons le parallélogramme P en 
quatre parallélogrammes égaux; dans un de ces quatre parallélo- 
erammes au moins, il y a une infinité de poles. Divisons-le encore 
en quatre parallélogrammes égaux; dans un des nouveaux paral- 
lélogrammes au moins, il y a une infinité de poles. En conti- 
nuant ainsi, on obtient uné suite de parallélogrammes tendant 
vers un point @ du plan et contenant tous une infinité de poles. En 
ce point ala fonction n’est évidemment pas holomorphe : le pot @ 
est done un point singulier; mais il ne peut pas étre un pole, car 
un pole est nécessairement isolé et nous venons dé voir que, dans 
une aire aussi petite qu’on le, veut autour de a, il existe une 
infinité de poles. Ce point est done un point singulier essentiel 
de la fonction, ce qui est impossible, puisqu’une fonction 
elliptique, par définition, n’a d'autres points singuliers que 
des poles dans un parallélogramme. 


Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limité de pdles 
dans un parallélogramme élémentaire, tout comme une fonction 
rationnelle en a un nombre limité dans tout le plan. 

Nous allons donner une premiére expression analytique des 
fonctions elliptiques mettant en évidence ces poles et leurs parties 
principales; cette expression jouera le méme role que la formule 
de décomposition des fonctions rationnelles en fractions simples. 

Voici comment on forme la fonction qui joue dans la théorie 


des fonctions elliptiques le méme role que la fraction simple aceee 


dans la théorie des fonctions rationnelles. 
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21. Fonctions d, ¢, p) Z, H. — Nous avons repels précédem- 


ment le développement en produit de sinu~ 


mT , 
sousuf jtaeee é 5 . 
INT 


mettant en’ évidence les zéros*: 0, +7, + 27,°... de cette 


\ 


’ fonction. 
Par analogie, nous allons former ayec Weierstrass une fonction 
holomorphe, comme Je sinus, en tous les points a distance: finie 
> et admettant comme zéros le point uv = 0 et tous les points 


} Fea Oe eal ees Om siete 
2m) + 2NnwW > 


Pia ett Diese 


homologues de lorigine dans le réseau des parallélogrammes. 
Posons, pour abréger, 


w= omw ton’, 


et considérons la fonction définie par la formule 


if, oe Nv sieah OS RENE, Bio) crm eols 

a Tier ee ig yg paced 

(13) su=uf | t— — Je” *™” Rao Mite , fa 
, J Ww w= 2MW + 2NW | 
r= 0 exclu } 


dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer a 
Ja quantité @ toutes les valeurs contenues dans |’expression 
2mu—+2nw', a Pexception de la seule valeur o qui correspond 
Ae ===) Oe 

Dorénayant, quand cette exception deyra étre observée dans 
un produit infiniti ou dans une somme infinie, nous le rappellerons 
en faisant suivre d’un accent la caractéristique II ou © du produit 
ou de la somme. 

Bien entendu, pour que la définition de gu ait un sens, il faut que 
le produit infini (13) soit absolument convergent; pour Pinstant, 
nous admettrons cette propriété dont on trouvera une démons- 
tration dans la Note IV. 

La fonction ow ainsi définie s’annule seulement aux points w= 0 
et u = Ww = 2mw--2nw'; elle ne devient jamais infinie pour des 

valeurs fines! dew: c'est une fonction entiére de uv (n° 2). On 


fa 
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voit que cette fonction a un zéro simple‘et un seul dans chaque 
parallélogramme élémentaire. Tous ces zéros sont des points 
homologues du réseau de parallélogrammes. 


La fonction 2 est impatre Comme UN SINUS © 


S(—U) =H ow; 


en effet, comme m et r prennent toutes les valeurs de — 2a-+--, 
on peut, dans l’expression du produit, changer de signes m et n 
sans changer ce produit; on a donc aussi 


Mais alors, en changeant wu en LLY comparant au produit (13), 
on voit que o6(—u) =— ou. 

Enfin, il résulte de (13) que le rapport sie tend vers 1 quand w 
tend vers zéro. 

De méme que l’on déduit la fonction cot vw de sinw, en prenant 
la dérivée logarithmique, de méme nous considérerons la fone- 
tion obtenue en prenant la dérivée logarithmique de sw : 


og oa Sale ; 
oa pS ER aL es Da rant de lcci Bt 
: du Tu UU  dmd | LL Ww wy? 
al 
Nous désignerons pour abréger cette nouyelle fonction >(w) 
~) 


par Su. ha série qui définit Cw est analogue a celle qui définit 
cotu. Elle montre que la fonction Cw a pour poles simples tous 
les points w= 0, u=2mw + 2nw’', avec le résidu +1. En effet, 
la différence 

IT 


PO near ane aes rue 
ol.m et m sont des entiers déterminés, est holomorphe au point 
u=2mw+e2nw'. La fonction % a done un pole simple de 
résidu + 1 dans chaque parallélogramme élémentaire. I] en est de 
meme. de la fonction {(w—— a), ol @ est une constante; cette 
. fonction a comme seuls points singuliers les points w= a 
eLu=at+2muw+2nw’, qui sont,des poles du premier ordre de 
résidu +-1; il y aun de ces poles et un seul dans chaque parallé- 


26 CHAPITRE II. 

Apia , I 

logramme. Ainsi w= a est un pole et la diflérence ¢(w—a)— 7—> 

: 4 

est holomorplie au point u = a. 
La fonction Cw est impaire comme la cotangente; on peut le 


vérifier directement ou le conclure de ce que ou étant impaire, sa 


, & , bd ° 2s . . 
dérivée @’u est paire et le quotient = impar. 


4 


Pour étudier les propriétés de cette fonction, prenons-en la 
dérivée et appelons pu cette dérivée changée de signe : 


da Loggu ty ele I 1 
(19%) eS SO Os — SS 
J du> u2 > (u—w)? w2 |? 


. . 
cette fonction étant la dérivée dune fonction impaire est Be g 
elle a pour poles doubles les points u = 0, u=2mw-+2n0'; la 


I 


partie principale relative a l’un de ces poles ess. ————___, 
(u—2mMo—2Nnw')? 


le résidu correspondant est nul. Cette fonction pu est donc 


analogue a la fonction donnée par 
4 sin? u 


I d* Log sinu Loa I : 


so SS Seas PETS TCs 
sin? u du? U2. fad (UL — MT)? 


La fonction p(uw—a), ot a est constant, a pour poles doubles 
les pomts @ et a+ 2mw-—+-2nw’; la partie principale relative a 


rf Nn I 
un de ees poles est 


Gemeente Soe il y aun de ces poles 


et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire. 


Péeriodicité a6 pu. — La fonction pu admet les deux 
périodes 20 et 20) 


En effet, si Von forme la différence plu + 2w)— pu, ona 


I 1 a. I 1 
OAC Sete) ee) dies t S 
(uU + 2w )% U2 >. deed | (06 = 2 — 20 (Ct —))2 
I I } 
dnd | [0 — 2( m1) — 2M w' 2 (Ww —2mw—2nw')?\? 


ott la derniére somme est étendue a toutes les valeurs de m et n 
sans exception, Cette derniére somme est évidemment nulle, car, 
en considérant les termes qui correspondent a une méme valeur 
de n, on voit quils se détruisent deux a deux. On a donc 


46) . P(u+2o)=pu; 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


SS) 
NJ 


de méme, on trouverait 
(16') p(ue+20')=pu, 


Effet de Vaddition des périodes a Vargument de Qu. — 
Intégrons ces deux derniéres relations en nous rappelant que Vinté- 


vol = 
o) 
erale de pu est —— ou — fw; nous aurons 
A, ou 
‘C(u +20) =—lu+2n, 


(17) P : - ‘ 
Clu +20')=Cu+ 27’, 

ott 4 et 4! désignent deux constantes introduites par Pintégration. 

En faisant dans ces relations u =— w, puis u =— wo’, ona 


fo =C(— wo) + an, Cw = C(—w)+ 277, 
d’ou il résulte, puisque ¢ est impaire, 
(18 ) q= So, 4’ Cu’; 


ces constantes 4 ct 7 sont ainsi exprimées par des séries conver- 
gentes. 


Notation de Jacobi et d’Hermite. — Dans la notation 


hi 


; Ue ae ee : : 
de Weierstrass, c’est cette fonction = ou { qui joue le méme réle 
~) 


I _ . > fe 3 
que — dans la théorie des fractions rationnelles. Dans la notation 
de Jacobi, légérement modifiée par Hermite (Crelle, t. 82, 


18757, p- 343; OFueres, t. Ul, p. 420), ce role est joué par la 
fonction tmpaire 


t, 

(EO) Z(u)=—Ctu— =u 

- ia) 
(<éta uw), qui ne différe de ¢ que par un terme linéaire en u 
choisi de telle fagon que Z(w) admette la période 2. On a, en 
effet, : 
Z(u +20) —Z(u)=C(u+20)—-lu— 27, =0, 
: Z(u+20)=Z(u); 
puis 


27 Ww 
Z(u + 20’) — Z(u) =C(u + 20’) — Fu — 


») 
a0) 


9 


. ‘ a) 
Z(u + 20’) = Z(w) — —(q'— wr’). 
o) 


Dans la notation de Weierstrass, les deux périodes jouent 
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done un role symétrique, tandis que dans celle de Jacobi unedes 
périodes joue un role spécial. 
Nous verrons plus loin que la constante 7w!— wx! n'est pas 

EU ‘ : : aye 
nulle; elle a pour valeur = —, le signe étant celui du coefficient 

2 

y 
( 


de «i dans le rapport pal 
rt ia) 


Pour le moment nous poserons 


! tf >) 
(20 ) 7O —Wnh =o, 


Alors:Z (uw) vérifiera les deux relations 


OL U+ 20) = Zu), 


(Com ; 26 
} Z(u ou!) = La) —- 
Ww 


La fonction Z(w), ne différant de fu que par un terme linéaire 
en uw, ales mémes points singuliers et les mémes parties princi- 
pales. . 
Ainsi, cette fonction Z(w) a pour poles simples de résidus + 1 
tous les points w=0, u=2mw + 2nw'; il y aun de ces poles 
dans chaque parallélogramme; ils sont tous homologues de l’ori- 
gine uw =o dans le réseau des parallélogrammes. 

La fonction Z(u—a) a pour poles simples de résidu + 1 les 
points u=aetu=a+ 2mMwW—-2N ow’, homologues du point a 
dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple, dans le yoisi- 


I, 


nage de w=a, Z(u— a)— est une fonction holomorphe. 


A atheK 


Effet de Vaddition des périodes & Vargument de su et 


de H(u). — Si Von intégre de nouveau les formules (45) 
Slee o! 4 
OU GLb == » Oona 
CU 
Logo(w+2w) = Logsu +29 u+ Loge, 


Logo (u + 2w') = Logvu+27/u+ Loge’, 


Loge et Loge’ désignant des constantes d’intégration. En passant 


4 


des logarithmes aux nombres, il vient 


S(U+20) =cerhou, 


-O(U+2w ) = clern'Mo u. 


Dans la premiére de ces formules faisons w= — w et rappelons- 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 29 


nous que, ou étant impaire, on ag (-—— w) =— gw. Nous trouverons, 
en observant que cw 40, 


ce—20% = —}, ¢ = — e200, 


La seconde relation donne de méme 


Ca Er OF 


La fonction ¢ vérifie donc les deux relations 
\ 


- ‘( o(u-+2) SEU) SL, 
fd | F(U + 20") = — erHUto ls U, 

On conclut de 1a, par application répeétée de ces formules, la 
valeur de ¢(uw+-2 mw + 2nw') en fonction de sw, m et n dési- 
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Cherchons d’abord 
Vexpression de ¢(u-+-2w-+ 2’). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en w+-2w et tenant compte de la pre- 
miére, ona aie. ; 


od ( ie 20+ 2 »') = e2lhry’)(u+w+w')—2(q0'- 04 5 uw, 


TU . 


Mais, comme 7,0/ —w7 = = zona 
(23) T(U + 20 + XH’) =— E2Hutw+ro’ sy, 


On vérifiera de méme que, m etn étant deux entiers quel- 
conques positifs ou négatifs, on a 


(24) F(U+amwH+2Nn 0’) = (— 1 )mnrm+n e2(ngtng))(utmetnw") + 4. 


Dans la notation de Jacobi on remplace la fonction g, dont la 
dérivée logarithmique est Cu, par une fonction H(w) (hétau), 
également impaire, ayant pour dérivée logarithmique la fone- 
tion Z(w) dont il a été question plus haut, soit 


Gay Olu 1 
rE mel AH) em) ny hy 


On a donc, en intégrant, 


LogH(u) = Logs u — 
Log désignant une constante dintégration, et, par suite, 


(25) Ie Mr Neato te ar Rod 
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Pour déterminer ¢, divisons les deux membres de la rela- 
‘ 
: - : ORL: nee ere 
tion (20) par wu et faisons tendre uw vers zéro; ae tend vers 1, 


H (uw) 
u 
ainsi ¢ = H’(o), et la formule (25) devient 


Seattaee cA! 
vers la valeur H’(o) de la dérivée 7, pour v=o. On a 


Ups 
Hey Pare 
H’(o) reat 


ou. 


La fonction H(w) admet les mémes zéros que Ju. Elle vérifie 


les deux relations 


{ H(u+20) =—H(w), 
(26) ) BPP oes 
| H(u+20')=—e © H(w), 


i a 


oti 6 désigne comme plus haut la quantité 40! — 7]. Ces relations 
se tirent, soit des relations que vérifie 9, soit, par lintégration, de 
celles que vérilie Z. 


; ; ; a He) 
En effet, intégrant les relations (21), ona, puisque Z( uw) = Aga)” 
LogH(u+'2w) = LogH(w) + Loge, 
! * > 2.6 r 
Log H(u + 20’) = Log U'( uw) — ua- Loge’, ; 
ie) 
ot. c etc’ sont des constantes. On en déduit 
H(w+2w) =cH(u), 
26 
oo 4 
EG a) ee So TEN Gees): 
Faisant dans la premiére w= — w, et observant que H est impaire, 
on ac==—1; de méme, faisant dans la’ seconde u=—w', on a 
260! 
c’—=—e ™ . On retrouve bien ainsi les formules (26). 


22. Remarque. — On a dés a présent des exemples de fonctions 
elliptiques. Ainsi la fonction pu, qui n’a que des poles a distance 
finie et qui admet les deux périodes x et 2w', est une fonction 
elliptique ; il en est de méme de ses dérivées p'u, p'u, .... 

Les fonctions 4, H, {, Z ne sont pas elliptiques, car elles n’ad- 
mettent pas les deux périodes 2 et 20. 


‘) 
Nous allons montrer dans un instant comment, avec les seuls 


9 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3 


éléments analytiques nouveaux que nous venons de définir et qui 
se déduisent tous de gu, on peut exprimer toutes les fonctions 
elliptiques. 


23. Cas de dégénérescence. — Auparavant, nous établirons que 
lorsqu’une des périodes 2 ou 2’ devient infinie, les fonctions ¢, 
fet p se réduisent a des fonctions élémentaires connues. Suppo- 
sons, par exemple, w! infini et prenons la fonction p. Dans la série 
qui définit pu, w est infini days tous les termes oti figure w’, c’est- 
a-dire oti n est différent de zéro. Tous ces termes sont donc nuls 
et pu se réduit a la fonction 


CMe ee eee pea : | 


= = 5) 
U2 dad | (UU — BIN)? jm? ov? | 


Ja somme D' étant étendue aux valeurs positives et négatives de 
» . f T 
> a a ae RD 
Pentier m, zéro exclu. Comme la série > — est convergente et 
ae g 
Te ENG ~~ > 
a pour somme — (n° 15, p. 16), ona 
3 


ar2 I ! I 
ae 
ICUs Gd == 08) yo ~ + —4 : 
: 12? Ur dd (UL — 2 ING) ) 


Mais alors, en comparant a la formule 


T Piel ly Ye T 


sim? 3 3° 


(n° 15), on peut écrire 


(27) Ply eae) 


> a 
En intégrant et changeant les signes, on en déduit 
oD to) co) > 


2 
: i : ‘ 72 ™ TU 
(28) E(u, w= ©) = AU col, 

1202 20 2 


< j a : y 4 . . 
sans ajyouter de constante, car 4 est impaure. 
Enfin, intégrons de nouveau et passons des logarithmes aux 
nombres; il vient 
™? 


f —— 1? 
/ 24 W2 . 
J(u, wi=n)=ee™* — sin —> 


on 
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otic est une constante d’intégration. Pour la déterminer, divisons 
; Bey , om 
par u el faisons tendre w vers zéro, en nous rappelant que — tend 
; l 


K ocd 
vers 1. On a alors — —1 et enfin 
20) 


Te 1 
20 sl 1. ru 
eee AM TY 


2 o(u, wo =xne)= 4 
( 9) 5 ( 90. ) z aD 
On voit ainsi que l’analogie de pu avec les fonctions trigono- 
métriques devient Videntuté quand une des périodes est infinie. 
Supposons que les périodes sofent infinies toutes les deux. 
Alors dans la série pu tous les termes sont nuls, sauf le premier, 


et ona 


puis 


On voit, d’aprés cela, que la théorie que nous allons développer 
donnera, comme cas limites, les formules relatives aux fonctions 
trigonométriques ou aux fonctions rationnelles, suivant que Von 
y supposera une période infinie ou les deux périodes infinies. 


I]. — PREMIERE EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. CONSEQUENCES. 


24. Cas des poles simples. — Soit f(w) une fonction elliptique 
ayant, les poles a, b,c. ..., ¢:dans un parallélogramme élémen- 
taire P, ces poles étant d’abord supposés simples et les résidus 
correspondants étant A, B, ..., L. Alors, dans le voisinage du 


point a, ona 
A 


eae sicee fonction holomorphe, 
Ci 


fiu)= 


dans le voisinage deb 
> 


B 4 
Pu) Sateen a + fonction holomorphe. 
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Formons la fonction 
Die CU a ALOU) Oo) BE CUO i LEE), 
Cette fonction est holomorphe dans le parallélogramme des 


périodes P, car dans le voisinage de u — a, par exemple, ona 


y A 
J(u) = —— + fonction holomorphe, 
_ u—a 


L(u—a)= 


\ 


I : 
se bao fonction holomorphe, 


done 
J(u) — AZ(u — a) = fonction holomorphe, 


et, de plus, toutes les autres expressions Z(u — 6), ..., Z(uw— 1) 
sont holomorphes au point a. 4 


D’ailleurs, f(w) admettant les périodes 2w et 2w', on a, d’aprés 


les propriétés de Z(w) (éq. 21), 


| P(u +20) = P(u), 


(30 ; Sie 
Ce I PC eo Dl en GA Bay 
ie) . 


D’aprés ces équations, la fonction ® (wz) est une fonction entiére, 
car elle est holomorphe dans le parallélogramme P, et dans les 
autres parallélogrammes, elle prend des valeurs qui ne different 
que par une constante de celles qu’elle prend dans P, 

Nous allons démontrer que ®(w) se réduit nécessairement a une 
constante, En effet, la dérivée ®! (uw) est holomorphe dans tout le 
parallélogramme P, car la dérivée d’une fonction holomorphe est 
une fonction holomorphe; de plus, elle admet évidemment les deux 
périodes 2w et 2, comme on le voit en différentiant les for- 
mules (30). . 

Cette dérivée ®'(w) est done constante, comme étant une fonc- 
_ tion entiére avec deux périodes (n° 19), soit 


bi(w) = Gy; 
et Pon en tire 
O(w\i= Cpu + Go, 


’ 


C, et Cy désignant deux constantes. Mais, comme ®(u-—+ 2) 
doit étre égal 4 ®(w), C, doit étre nul et ®(w) se réduit a une 
constante C,. Ainsi la différence appelée ®(w) est constante. On 


APPELL ET LACOUR. = 3 
« 
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a donc la formule 


(31) fu) = Cy) +tAZ(u—a)+ BZ(u—b)+...+ LZ(u—?), 


due a Hermite et appelée formule de décomposition en élé- 
ments simples. Cette formule est analogue ala formule de décom- 


position dune fonction rationnelle en fractions simples. 


95. La somme des résidus d’une fonction elliptique en tous les 
poles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. — En 
effet, nous venons d’appeler A, B,..., L les résidus relatifs aux 
poles situés dans un parallélogramme des périodes; nous avons 
trouyé que ®(w) est une constante : alors, on a évidemment : 
® (w+ 20’) —®(u) =o. On a done d’aprés la deuxiéme for- 
mule (30), puisque 4 est différent de zéro, 


(32) AGESBaE > to. 


Le théoréme est done démontré pour une fonction elliptique ne 
présentant que des poles simples. 

Ainsi, une telle fonction peut toujours se mettre sous la forme (31), 
‘ot les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle. 

Incersement toute fonction définie par une expression de la 
forme (31), ot les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle, 
est une fonction elliptique : en effet, cette fonction n’a d’autres 
singularités a distance finie que des poles simples et, d’aprés les 
propriétés de la fonction Z, ona 


f(u+2») —f(u)=o, . 
J(u +20’) —f(u) = 


See CNB at ST eas 
oO 


26. Formule de décomposition en éléments simples dans le cas 
ov certains poles sont multiples. — Pour plus de simplicité, nous 
avons supposé d’abord que la fonction elliptique considérée 
n/avait dans un parallélogramme. élémentaire que des pdles 
simples. Le cas oti la fonction posséderait des poles multiples 
peut ¢lre regardé comme un cas limite du précédent : il suffit de 
supposer que plusieurs des poles simples viennent a coincider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la méme méthode 
que le précédent. Nous obtiendrons ainsi expression la plus gé- 


9 


ies) 
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nérale des fonctions elliptiques et cela encore avec le seul élément 
analytique Z (uw) et ses dérivées. 

Soient a,b, ..., Lles poles de la fonction f (w) dans un parallé- 


21k = 
logramme élémentaire et 


ee Es ee 
ce POs ae uae Ci ey ae: (u—a)e’ 

E B Bi B, BB 
Oo(u) = —— -—— ACLCece ae yen eel 
nee) ah Ces inept (u—b)p? 


Jes parties principales correspondantes. La différence 


A; 
&(u) = flu) — [Az rg) AyL! (ya) 4 ae uw—a)jt+... 


Ao nes 
= (=) CaS, 
a Meaty § ae a)| 
Bs 
= [Bz(0— b) — BL Cub) + =f et) es 


: Bg ey 
Seep sas aa 18-10 —b)] 


C2... (B71) 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u =a par 


exemple, ona 


I ; 
I bed Tremere nme Palas fonction holomorpbe, 
“— 
I 2 x 
Z' (u—a)= — + fonction holomorphe, 
: CU iG) 
te : 
Z"(u—a)= —— + fonction holomorphe, 
(u—a)s 
Z(%-1) ( Desert Ce ee ee fo Belen he 
L\&-) (uu — @) = (—1)% - fonction holomorphe. 
‘ (u— @)% P 
Done 
No 


L"(u—a)+... 


AZ(u—a)— A,Z'(u—a@a)+ - 


ween fin) Core 
Sid aR eat aan Z'%-) (u — a) = 91(u) + fonction holomorphe. 


Ese) 
Comme dans le voisinage de u = a, on a aussi, par hypothése, 


J(u) = 91(u) + fonction holomorphe, 
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on voit que ®(w) est holomorphe au point q; il en est de méme des 
autres poles. D’ailleurs ona, d’aprés les propriétés des fonctions Z, 


P(u +20) = Pu), , 


P(u+ 20’) = O(u) — = A+B-+...+L), 
car les fonctions Z' (w), Z(w) sont doublement périodiques. On 
verra, comme plus haut, que la~fonction holomorphe ® est 
constante; la somme des résidus A+-B-+-...+L est donc 
nulle pour une fonction elliptique présentant des pédles de 
multiplicités quelconques. L’expression générale d’une fonction 
elliptique est alors 


l= 


Weare oo! 


+ (—1)*-! ee ey —a)|, 
1.2..-%—T 


la somme & étant étendue a tous les poles situés dans un parallé- 
logramme, et la condition (32) 


Ava Bas Se To 
étant toujours vérifiée. 


Ainsi, de méme que toute fonction rationnelle est une combi- 
naison linéaire a coefficients constants de termes de la forme 


I if ! 
SN 


5) 9 AS 
u—a (u—a)* (u—= a)® 


: ain : I 
(avec la convention que w-— oo doit étre remplacé par - ) toute 
u 


fonction elliptique est, a une constante additive prés, une combi- 
naison linéaire, a coefficients constants de termes de la forme 


Pare A eeea 2 inlay AUC 7aR at 2) LG REA AC oot IN Qn 


avec la condition que la somme des résidus | coefficients des termes 
analogues & Z (uw — a)| est nulle. 
Inversement, toute fonction f(w), définie par une expression de 
la forme (335), ou 
A+B+...+h=0, 
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est une fonction elliptique, car on vérifie immédiatement les re- 
lations 
f(u+2w) —f(u)=o, 
; 26 
f(ut2w') —f(u) =— —(A+B4+...4+ 1) =0. 
i) 


27. Formule de décomposition en éléments simples avec les 
notations de Weierstrass. 


La formule (33) que nous venons 
d’établir peut s’écrire comme il suit. Nous ayons posé 


3 7 4) 
Z(u) = FCu— Ane 
Oo) 
Donc, en différentiant et se reportant a la définition de pu 
) | 


a! 
comme la dérivée changée de signe de aes, 
= 


Ty 


Liha \ ie pe 
wW 
Z"(u)=— p'u, 
Z\%—-1) ( U ) a } aa u. 


Faisant ce changement de notations, on a la formule 


; 2 Menon 
f(y = Doe DAC — a) + Arp a) — 1)'(u— a) 


A oA 


pie—2) (ue — «| ; 


Ns Dyin sh 677) ae fe) 


“ zat A 4c: 
ot! Dy désigne une nouvelle constante et ot la somme & est encore 
étendue a tous les poles situés dans un méme parallélogramme 
des périodes. Les termes linéaires en uw, qui semblent s’introduire 


‘ y q . . 4 
quand on remplace Z(u) par ¢u—-—u, disparaissent, car leur, 
y i W ” 


ys F rr Res 
coefficient est —+(A+B-+...+L), c’est-a-dire o. 
' Ww € 
28. Remarques. — Dans ces formules de décomposition nous 
avons supposé les poles a, b, ..., U situés dans un méme parallé- 


logramme. Cette restriction est (nutile en ce sens qu’on peut 
toujours remplacer.chacun des poles par un point homologue. 
Ainsi, soit 


@a=a+2mw + 2Nno’ 
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un point homologue de @; ona 
Z(u—a)=LZ(u—a+2mo+2nw'), 


2.0 


= Z(t 


ia) 


Remplacant Z(u— a) par cette valeur, on voit que la formule 
reste la méme. La seule valeur de la constante Cy est modifiée 

Remarquons encore que lorsqu’on ‘choisit un parallélogramme 
élémentaire P, de sommets 


Uo, Up 20, Ups 20 +20’, Wp 2.0), 
us ¥ Weel d M Bg = , 4 Vee 5] ] 
il peut arriver qu’une fonction ait des zéros (ou des poles) tels 


que a, sur un céte, et, par suite, d’autres zéros (ou d’autres poles) 
tels que a+ 2w', sur le coté opposé. D’aprés la convention 


Fig. 3. 


du n° 18, un seul de ces zéros (ou de ces poles) appartient a P 
(celui, a, qui est sur un cété aboutissant en wy). Cette convention 
se justifie d’ailleurs par ?indétermination du choix de wy dans la 
construction de P : en effet, si lon déplace infiniment peu wo 
en , de facon que up» soit intérieur au parallélogramme P’ de 
sommet ), le point @ appartiendra a P’ a Vexclusion de a+ 2w’ 


(fig. 3). 


29. Régle pratique pour la décomposition d’une fonction ellip- 
tique f (w) en éléments simples. -— I faut tout d’abord détermincr 
les poles de cette fonction dans un parallélogramme des périodes, 
arbitrairement choisi d’ailleurs; soient a, @, ..., / ces points. 

Il faut ensuite déterminer la partie principale de f(w) relative 
a chacun de ces péles. Supposons, par exemple, que le pole u=a 
soit Vordre « : alors le produit 


Uw) = (uw— ay f(u) 


. 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 39 


est holomorphe et différent de zéro pour vu = a. Si done on déve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage 
de = Sot 


U(w) = Agy~t Ago(u —a) + Ag3(u —aj?+... 


+ A(u—a)%*14 (u— «)* e(u), 


2 (uw) €étant une série entiere en (u —a@), ona, en égalant ce déve— 
loppement a4 (u—a)*f(w) et divisant par (u—a)*, le déve- 
loppement 

Ga a Aves Ay 


flu) = : = 
Wy eee + elle 
; jar! HER ee a Ne es Ie Ne ECU); 


qui met en évidence la partie principale cherchée. On peut alors 
éerire la formule de décomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des poles situés dans le parallélogramme choisi. D’aprés une 
remarque du numéro précédent, on peut, dans ces calculs comme 
dans la formule finale de décomposition, remplacer chacun des 
poles tels que @ par un point homologue, a+-2mou-+2nw’. 

La principale difficulté pour la décomposition en éléments 
simples est la détermination des poles a, b, ..., 4, de méme que 
pour la décamposition d’une fraction rationnelle, la principale 
difficulté est de trouver les racines du dénominateur. Nous revien— 
drons sur ce point au n° 50. 


30. I ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant un seul. 
pole dans un parallélogramme, si ce pole est du premier ordre. — 
En effet, sila fonction f(@) mavait qu’un. pole simple a de résidu A, 
la formule précédente (31) donnant /(w) ne contiendrait qu’un 
terme AZ(w—a). Mais la somme des résidus étant nulle, om 
aurait A =o et f(u) = Cy. La fonction serait done une constante 
et n’aurait pas de pole. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un paralléle— 
eramme deux poles seulement, stmples tous deux, u=aetu = b- 
En effet, dans cette hypothése, la formule (31) comprend deux 
termes et'l’on a A + B=o0; la fonction f(w) est alors 


“(u) = Cot A[Z(u—a)—Z(u— 6). 


Il existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
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eramme élémentaire un seul pole, pourvu qu'il soit d’ordre supé- 
rieur au premier; le résidu relatif A ce pole est nud. Crest ce qui 
a lieu, par exemple, pour pw qui admet l’origine et les points 
homologues comme poles doubles\de résidus nuls. 

D’une, maniére générale, les dérivées et les puissances positives 
de pw sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallélo- 
eramme un seul pole, homologue du point v=o; ce pole est 
d’ordre supérieur a1 et le résidu correspondant est nul. 


\ 


31. Exemple. Décomposition de })* uv en éléments simples. — La 
série qui définit pu montre que, dans le vorsinage de wu = 0, ona 


I 
pu=—+G(u), 
‘ As 
] 
G(u) étant une fonction holomorphe au point o, fonction définie 
parla série 


(35) guy= >| >— 2): 


(u— w)? we 


Comme G(w) est paire et s’annule manifestement pour w= 0, on 
a, en développant cette fonction en série de. puissances dans le 
voisinage de w= 0, 

.e, 


ott, conformément aux notations de Weierstrass, nous appe- 


§2 = 
lons fs et oa les deux premiers coefficients 
ae 2, ean! £3 Nii 
(36) SE PET oer oe ae Cts 
20 yo eo 2S acm we” 


Ces expressions de gy et gy s’obtiennent immédiatement en 
développant chaque terme de la série (35) suivant les puissances 
ascendantes de uw, par la formule 


I I 2U Sue 4u3 Sut 


(u— wp)? , ww? (3 p+ (pe me TBS 


puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de w, opération légitime, comme on le démontre aisément. 
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On a donc, dans le voisinage de u = 0, 


. I S2 83 
3 Du = A tea 
Ke7) } wu? "30 28 ‘ 


l’étoile tenant lieu d’un terme manquant, et en élevant au carré, 


im I ee 
N Ofad ime? Seamaster peers a 
ut 10 


UWw2+.... 


83 
14 
Considérons un parallélogramme des périodes entourant le 

point w= 0; dans ce parallélogramme, p?u a, comme seul pole, 

u=oj;ce pole est d’ordre 4 et la partie principale correspon- 

I : 3 : 

dante est — » d’aprés le développement ci-dessus. Dans la formule 
ay I 

de décomposition en éléments simples (3 il faudrait. donc 
P I ) 

plendres tin: seul pole ca —= 6, (puis :o As A Ay ae Aly), 

Ay t;On a alors 


(38) p2u=Do+ =P" lu, 


D, désignant une: constante. 
Il est ailleurs aisé de vérifier directement cette formule. 


D’aprés le développement de pu ona, en différentiant, 


, 2 re) F a3 3 e 
BOF Oa mere een ait Nk bce I Bs al epee Py deca ose 
3 5 
u 10 7 
* 6 Lo 3.23 
pas MET Acar u? + 

us ) Fi 


Done la différence 


&( uw) = piu — =P u 


est holomorphe au point uv =o, car, dans le second membre, les 
I o . ‘ 

termes en > disparaissent. La fonction P.(u) est done holomorphe 
L 


dans tout le parallélogramme élémentaire considéré (contenant 
Yorigine ), et, comme elle admet les deux périodes 2 w et 2 0’, elle 
est égale a une constante Dy. 

La formule (38) est ainsi yérifiée. Pour déterminer la constante, 
on donnera a w une valeur paruuculiére. D’aprés les développe- 
ments de p? et de p’, on a, dans le voisinage de u = 0, 

Ls 


I 7 S92 
Dy See Ss SS Se 
=F ra peat ei 
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Ls . . 
‘dou en faisant w= 0, Dy = mee On a ainsi la formule 
: 
{ ” 82 
(39) = =P WEE Bee 
9 J 6! 38 


On formera de méme, a titre d’exercice, les expressions de p* 1, 
piu, ... en fonctions linéaires de p, p’, p’, .-- par la formule de 
décomposition en éléments simples. Ces expressions se tirent aussi 
des formules obtenues en différentiant la relation (39) un nombre 
quelconque de fois et tenant compte de la relation que nous allons 


établir entre p et p’. 


32. Relation algébrique entre pw et sa dérivée p'u. — Multi- 
plions les deux membres de la relation (39) par p'u et intégrons 
par rapport aw; nous obtiendrons une formule qu’on peut écrire 


Sep +c, 


Pr 4ps 


ot C désigne une constante. F 
Pour déterminer cette constante, on remplacera encore p, p’ 
par leurs développements en séries donnés plus haut : on vérifiera 


® 
¥ ie G ° ° 
que les termes en - dis yaraissent, et en faisant Ons teste == OFnOM 
| 5 } ) ) 


trouvera C = —g;. On a done la relation 
(40) p?= 4p — &2p— 3, 


algébrique en p et p. Son second membre est un polynome du 
troisiéme degré en pu; nous verrons bientot que ses trois racines 
sont essentiellement distinctes lorsque la fonction pu n'est pas 
dégénérée. 

La formule (40) donne la dérivée de la fonetion inverse de pu. 
Fwisons 


pu= zs, 
dot Pon tire, en imaginant l’é tion résolue par r 2 
Py, Cn tmagimant Lequation resolue par rapport a w, 
ueargps 


Cay ays os Saale ara 
(c'est-a-dire : w égale Pargument dont le p est z). La formule (40) 


= 
wo 
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donne alors 


La dérivée deu par rapporta=zest donc algébrique en =, tout 
comme la dérivée de are sin s. 
Comme < est infini quand uw est nul, ona 


(41) an gabe HE RES 
2 V4S— 5—83 


formule permettant de calculer uw en fonction de s. 


33. Développements en séries de puissances de pu, Cu, du. — 
Les constantes g's et 23 s’appellent les dewx invariants ; nous yer- 
rons plus loin (Chap. XII, n° 240) la raison de cette dénomi- 
nation. Ces constantes étant connues, on a, comme il suit, les 
développements en séries de p, %, 3. 

Faisons, dans le voisinage de u = 0, 


I 
4 
(42) pus + & Be Cn Ure Call een CN ae 


Les deux premiers coefficients sont 


(43) €>5)—— oe 


0) C3 = 
Gio) DI 


a ie 


Les suivants se calculent facilement par vo1re récurrente en 


substituant le développement de p dans l’équation 


1 
ee gP ut 


et identifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour i plus grand 
que 3, la formule récurrente 


9 

a) a - 
(44) c= . Cy C= Vaan OM a eaeea ny ay 
Sab XK (SRAM NS) 2 iV ( 27%) ; Ne 


qui montre que tous les coefficients sont des polynomes en gy 
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el @y a coefficients numériques. Ainsi, 


et Yon conclut de la que deux fonctions pw qui possédent les 
memes invariants sont nécessairement identiques : car les coel- 
ficients, de leurs déyeloppements dans le voisinage, de Vorigine 
sont respectivement identiques. 

Le développement de Cw pour de petites valeurs de w se tire immeé- 


diatement de (42) par une intégration, puisque fu =— fp wdu; 
on a done 
I oy naan S ee 
(46) CU SS KS CFE Sp UP Hs 05 
u 3 a) 


sans ajouter de constante, car Sw est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce développement sont aussi des polynomes en 2» 
el 25. 

Les deux développements de p et ¢ convergent dans le plus 
erand cercle ayant pour centre l’origine et ne contenant dans son 
intérieur aucun point homologue de lorigine (n° 4). 

Du développement de [ on déduit celui de 7, puisque 


SLU 


= 


Tu 
Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 


Co cy uh 
pai 


(dz 3u 


oye Ui — ai TARE 


3 


TU : 
sans mettre de constante en facteur, car — tend vers 1 quand uw 
' u 
tend vers zéro. Il ne reste plus qua développer Pexponentielle en 
série et Yon a le développement de su. On voit que les coeffi- 
cients de ce développement sont aussi des'polynomes entiers en & 


» 
wir 


et gy. Voici les premiers termes du développement : 


ia x | =) 5 
PUP PO ee 3a 2223 
', a 

ABiye 


(47)' Sue =uUu+* — F ThaES 
Dame R! Sroka roms a Alin Pe MOY asta 


yt 


On trouvera ce développement poussé jusqu’a u®> dans les 
_feuilles de M. Schwarz (Jormules et propositions pour Vemplot 
des fonctions elliptiques; tradujt de Vallemand par M. H. Padé, 
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p. 0-7). Puisque gu, comme sinu, est une fonction entiére, le 
développement (47) est convergent pour toutes les valeurs de wv. 
Ce développement est commode pour le calcul des valeurs numé- 
riques de ou, ou, ou et, par suite, de C et p qui s’expriment 
rationnellement a l’aide des dérivées de : 


o'U i 5 2U — SUS" 
tu= —, pus=—Cu=- ee, 
TU ; 2 UU 
34. Inversion dans les notations de Weierstrass. — D’aprés 


ces propriétés, il est naturel d’admettre que, si lon aune équation 
de la forme 


(48) ws fo ae ; 
(4a 295 — Bs Fe PENIS) lee 


83 


\ , 
3 sont des constantes données, on peut trouver deux 


Ou 2s el g 
périodes 2 et 2w’, telles que, pu et gw étant les fonctions de 


Weierstrass construites avec, ces périodes, on ait 


dans cette hypothése, = est done exprimé en fonction uniforme 
de u, et, a l’aide des séries précédentes, ou de celles du n°? 21, 
on peut caleuler la valeur de s correspondant a une valeur de wu. 
On a ainsi une solution du probléme de UVinversion de Vinté- 
grale (48). 

Effectivement, nous démontrerons plus loi (Chap. VIIL) com- 
ment g» et 3 ayant des valeurs réedles données, on peut calculer 
un couple de périodes 2 et 2!. Quant a la justification com- 
plete de ’hypothése que nous venons de faire, elle nécessite des 
déyeloppements plus étendus qu’on trouvera au Chapitre XU] 
(n° 260) ainsi qu’a la Note VI. En attendant de pouvoir donner cctte 
démonstration, nous admettrons, dans toutes les applications 
qui vont suivre, qua tout couple de nombres g» et'g, corres- 
pond une fonction pu (dégénérée ou non) ayant gy et 23 pour 
‘tnvartants. 


35. Intégration d’une fonction elliptique. — Pour calculer l’in- 


[flaw 


tégrale 
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d'une fonction elliptique f(w), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on décompose f(w) en éléments simples et Yon in- 
tégre terme a terme. Ainsi, dans les notations de Weierstrass, 


J(u) peut se mettre sous la forme (34). En intégrant, ona 


[yf w)du = const. + Dou + ls logg(u— a)— A,C(u— @) 


cy 


A 
— Spl Aree 


: . t.2 
Ag 


Sy, o—f 
) 1.2...(%—1) 


pi+-3)(u—a | . 


Par exemple, la formule de décomposition établie pour p? u ( nat) 


donne 
Bais; 82 
(49) pA die gre fe 
atrak 2 
36. Homogénéité. — Pour indiquer les valeurs des périodes ou 


des variants, Weierstrass emploie les notations suivantes : 
GU=C(U|o, © ) = T(U; So, 23), 
pu=p(ulo, 0) = plu; &o, $3). 
D’apres le produit qui définit gu, il est évident que si Von 
Celie , i ? u 
multiplie , w' et w par un méme facteur u, — ne change pas et 
“ Ww 


Vona 
(50) G(pul po, pw’) =wo(wlw, om’). 


Différentiant par rapport a uw, ona 


(51) o'(pu| po, po’) = o/(u| oo’). 
Done 
‘ a. " I , 
(52) C( uu | po, po ) = 5 ohu | OPO) 


t 


Différentiant encore par rapport a u, 
ro , 1 rs 
(53 ) p(pu| po, po’) = —p(ulo, w’), 
Nee 


ce quon vérifie @ailleurs immédiatement sur la série donnant p- 


D’aprés les expressions de gy et 23 par des séries doubles 
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-(n° 3t): 


r A 


~ 2 I 
iy ee 5) —) g=2%5.7 


eps y 


quand on remplace w et w! par po et wo’, @ est remplacé par vo, 


; 2 83 : c 
el 29 et 23, par a et a On a done aussi 
&2 §3 
z(pus B, Ne polit; 2a, 5); 
¢ (54) Pep iss 
S2 §3 | 
p( pu: ae) a) = P(t; 82, 8&3). 
peiey eave 
L’expression £2 es fonction d ‘qui ne change pas 
L’expression = est une fonction de w et w’ qui ne change pas 
53 


quand on multiplie w et w! par un méme facteur arbitraire uv; ¢’est 
une fonction du seul rapport des pértodes. Nous reviendrons 
au Chapitre XIE sur ce point important et sur ses conséquences. 


37. Cas de dégénérescence. — Quand une des périodes est in- 
finite, w’ par exemple, ona 


y 


t 
I I 
Fo iD Seo —— PigimeD15).a poe aeitecmeras r 
hs 2! nee ot? ae 7 26 7715 wo 


et comme on a (n° 45) 


i vient ; 


Le polynome 4 3? — g25— gy; a alors une racine double, et 
Vintégrale 


u = 


peut s’exprimer par des fonctions circulaires, comme il était prévu 
d@aprés les formules du n° 23. En calculant cette intégrale élé- 
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mentaire, on retrouverait ainsi d’une autre maniére les formules - 
du n° 23 (voyes Vexercice 1 de la fin du Chapitre). . 

Quand les deux périodes w et w! sont infinies, on a gy = £3 =0 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’imtégrale 


SS alee 
“u= . ’ 
s V4s3 


devient alors 


q ui donne immédiatement 


Ill. — Drvux1EME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


38. Décomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxiéme forme, sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique / (u) et qui est analogue a la forme d’une fone- 
tion rationnelle dont le numérateur et le dénominateur seraient 
décomposés en facteurs du premier degré. 

Cette nouvelle forme résulte immédiatement de Papplication 
Sf’ (uv) 
flu) 

Remarquons dabord qu'une fonction elliptique a nécessaire- 


des théorémes précédents a la fonction 


ment un nombre limité de zéros dans un parallélogramme des pé- 
riodes, Car, si elle en avait une infinité, il existerait a Vintérieur 
du parallélogramme au moins un point @ dans le voisinage duquel 
al y aurait une infinité de zéros; c'est ce qu’on verrait comme au 
n° 20 pour les poles; et a serait un point essentiel (n° 4), ce qui 
est impossible puisque /(w) doit étre méromorphe (n° 17). 

Cela posé, soit une fonction elliptique. f(w) ayant, dans un 
parallélogramme des périodes, les poles ou infinis simples a,, 
(@y, ..., 4p au nombre de r, et les zéros simples b;, bs, -.., bs au 
nombre de s. La fonction on est une fonction elliptique holo- 
morphe partout ott f(w) n’est ni nul ni infini. Un zéro simple f (w) 

HL) | 

SI (w) 
de f(w) est pour La pole simple de résidu — 1 (n° 5), 


J(u) 


est pour un pole simple de résidu 1, et un pole simple 
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On a done, d’ aprés la formule de décomposition en éléments 


simples, 


| fi(u) o! 3 i ae i 


=e+ 2 (u—b)) + = (us br) +.. 


( 
(55) i si ey, a! 
] 3 ua) Su sa)os.— Sua), 
’ ae FG) 


oy c 

ae a ees ; 5 
ot = est la fonction ¢. En outre, la somme des résidus de F(a) 
relatifs a tous les poles devant étre nulle, on a 


s—r=o0. 


-Done : Dans un parallélogramme élémentaire, le nombre 
des zéros d’une fonction elliptique est égal au nombre des 
infinis. Ce nombre se nomme 2’ ordre de la fonction elliptique ; 
nous reviendrons plus join sur cette définition de l’ordre. 

 D’aprés ce théoréme, faisons s = 1 dans la formule (55) et inté- 
grons terme a terme, puis passons des logarithmes aux nombres; 
nous aurons la formule cherchée 


5 ve a Ri Cou bh Geb, 
(56) J(u) ae ee de Ui ena’ 


ou a est une nouvelle constante. Cette formule met en évidence 
les zéros-et les infinis de f( Wl). : 

Si la fonction f(«) a des zéros ou des poles multiples, la méme 
formule s’applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
b,, bs, ... sont confondus en un seul, ou qu’il en est de méme de 
plusieurs des points a@,, a, ...; et Von peut dire, d’une maniére 
générale, que, dans un parallélogramme élémentaire, le 
nombre des séros d'une fonction elliptique quelconque est égal 
a celui de ses poles (chacun d’eux étant répété autant de fois 
qu il y a @unités dans son degré de multiplicité) : ce nombre est 
encore ordre de la fonction ellipuque. 

Dans la démonstration, nous avons supposé que les points a,, 
Gz, +.-, ar; by, bz, ..., 6, sont situés dans un méme parallélo- 
gramme; mais cette restricuon n’est pas nécessaire, et en modi- 
fiant convenablement les valeurs des constantes c et a, on peut 
remplacer un ou plusieurs points a, ou by par des points homo- 
logues (cf. n° 28). Par exemple, considérons le point 


, 
a, = a,+ 20, 


APPELEL ET LACOUR. : 4 ° 
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homologue de a,. En remplagant dans la imaate (22) a, par 


a, — 2, ona, 


0 (u — a) 26 (U— ay + 20) HA ete ro se (Cu =a) 


et, par suite, 
o(u—b yo(u — b2)...5(u@— br) 


flu) =a ele ——________—_—--_______, 
C(uU— a, )F(U— a). +. T(U— G,) 
e 
avec 
c=e— 27; a= — aera), 


39. Théoréme de Liouville. — Si l’on considére les zéros et 
les infinis d’une fonction elliptique situés dans un parallélo- 
gramme des périodes, la somme des zéros ne différe de la 
somme des infinis que par des multiples des périodes. 


On démontre immédiatement ce théoréme en écrivant que la 
fonction f(w) sous la forme (56) admet les deux périodes 2: 
et 20’. Comme ona 


o(U —a4+ 20) = — e2q4—4tw! (UW — x), 


f(u+2w) > * 
EOS (OE 


S(%) aS 


a 
E2CWA2N (Ay da+. +A, — — b=. . by) 


on voit que le rapport 


Ce rapport devant étre l’unité, on a 


(57) 2em + 2y(a,+ ao+...+a,— b,— b,—...— b,) = 2nTIU, 


eee, : ee - (U2 
oun est un entier. EKerivant de méme que L FF i 1, ona 
: u) 
(57') 2ew'+ an) (q+a,+...+ a,— 6— b;—...— b,) =— amnri. 


Eliminant ¢ entre ces deux équations, on a, en vertu de la rela- . 


/ 


a ' TL z : ; 2 
tion 7,0! — oy = > que nous établirons plus loin (n? 73, p. 115), 


(58) Q,+ ag+...+ a,— b,—b,—...— b, = 2mm +2n0'; 


ce qui démontre le théoréme. 
La valeur de la constante ¢ est alors donnée par Pune ou u autre 
des formules.(57) ou (57'). 
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Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant a profit - 
une remarque faite plus haut. Remplacons le point a, par le point . 


homologue 
a’, = ay — 2mMw —2Nw’. 


La formule donnant f(w) prendra la forme 


ou — 61) o(u— b2)...5(u-—+b;) 
Si SCs) Ch a) 


fluy=Ae 
ou Vona 
(59) 2 a t+ dgt...+@,= b,+ b24+...+ bp. 

Mais alors, en exprimant que f(w) admet les périodes 2 et 20’, 
on a, par un calcul analogue a celui que nous venons de faire, 


2Cw =2Nrt, 2Cw'’=-—2Mrz, 


M et N désignant des entiers. On en conclut 


C(Mw + Nw’) =o. 
Le facteur Mw-+Nw! ne peut pas étre nul, car le rapport <- 


est imaginaire.et ne peut pas étre égal a — ie Done 


Ga 0% 


On peut donc toujours mettre une fonction elliptique sous la forme 


o(u— b)) s(u—by)-.. S(u—b,) 
Sti Sa ot Sass 6 ia. 


(60) fy = 
avec la condition (5g). On pourrait de méme remplacer d’autres 
zéros et infinis par des points homologues : la formule reste la 
méme pouryu que lasomme des zéros choisis égale celle des infinise 


40. Notation de Jacobi. — La formule de décomposition en 
facteurs s’écrit comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liée a la fonction ¢ par la relation (n° 21) 


bee A 2 
Hie) — Wi (oye 2? 6 u; 
dou 
I = UES 
SU GED SAGs 
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Remplacant alors ¢w par cette expression dans la formule (60) et 
tenant compte de 


a+ agt+...+a-= b+ b2+...4+ by, 
ul vient 
FL CU Op EE Wei) xo ELC Ora) 


(61) PU ie Tg = ee Gay a ES 


A’ désignant une constante. On a donc, en définitive, la méme 
formule fondamentale dans les deux systémes de notations. 


41. Deux fonctions elliptiques ayant les mémes zéros et les 
mémes infinis ne différent que par un facteur constant. — Cela 
résulte des formules précédentes ot le facteur A seul est arbi- 


traire, une fois les zéros et les infinis donnés. 


42. Ordre d’une fonction elliptique: — Terminons par quelques 
remarques sur l’ordre d’une fonction elliptique. On aappelé ordre 
de la fonction (n° 38) le nombre de poles qu'elle posséde dans un 
parallélogramme élémentaire, chacun d’eux étant compté avec 
son degré de multiplicité. Ce nombre est aussi égal au nombre des 
zéros situés dans un parallélogramme : 

Ainsi pu est du second ordre, p'u du troisiéme. 

La fonction elliptique /() étant d’ordre r, la fonction f( w)—C, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les 
poles de f(uw) et f(w) — C sont évidemment les mémes. La fonc- 
tion f(w) — Ca donc, dans un parallélogramme, r zéros quel que 
soit C, Ainsi l’équation 


f(u)=C 


a toujours 7 racines dans un parallélogramme. La valeur minimum 
que puisse prendre r est 2, car, d’aprés le théoréme du n° 30, il 
n’existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 


Exemple. — La fonction pu est du second ordre. Dans un 
parallélogramme des périodes il existe deux valeurs de u telles 
que pu—C, Lune d’elles, étant «, Pautre est homologue du 
point — 2, car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant 
que les deux points « et — # ne sont pas homologues, c’est-a-dire 


Or 
ow 
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tant que l’on n’a pas 
; a2=>—4+9mMmwW+ 2nw’, 


4=Mo + no’, 


et C= p(mw + nw). 

St les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de C est 
infinie : effectivement, |’équation pu == a dans chaque parallé- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m ou n est impair, ou si tous deux le sont, 
C est fini: on trouve ainsi, a cause de la périodicité de p, trois 
valeurs différentes de C pour lesquelles l’équation pu —C=o0a, 
dans chaque parallélogramme, une racine double. Ces valeurs sont 
les suivantes : 


m impair, n pair, C, = po ; 
m pair, n impair, C,= po’; 
m etn impairs, C;= p(w + 0’). 


La racine double de pu—C=o est, dans le premier cas, 
congrue 4, dans le second a w’, dans le troisiéme a w +-w’. Ces 
trois valeurs annulent la dérivée p'wu : les valeurs correspondantes 
de C sont les trois racines du polynome 


Low? > 
AZ 852 835 


comme nous le montrons plus loin (n° 46). 


IV. — EXEMPLES DE DECOMPOSITION EN FACTEURS ET EN ELEMENTS SIMPLES. 
FORMULE D’ADDITION ALGEBRIQUE POUR pu. CONSEQUENCES. 


43. Décomposer en facteurs la fonction doublement périodique 
J) = pu— pyr; 

ou 9 est une constante. — Dans un parallélogramme des périodes, 

pu admet o comme infini double. Done (n° 42) la fonction admet 

deux zéros dans un parallélogramme des périodes; on voit que ce 


sont les homologues des points w=" et o> —v puisque est 


paire. On a donc 
c(u+tv)co(u—?) 
LS ie ER eae 


pu—pvr=A =A 


A désignant une constante. 
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Cette constante se détermine en multipliant les deux membres 
‘par u2 et en faisant ensuite tendre wu vers zéro. Il vient 


p= — Acs?¢. 


La décomposition est donc donnée par la formule 


c(u+0)o(u—v). 
T27U.S20 


(62) pu—pe= 

44. Formule d’addition pour Cu. — Si l’on prend les dérivées 
logarithmiques des deux membres de l’égalité précédente, par rap- 
port a w, il vient, » étant considéré comme une constante : 


(63) SP EES Chie 0) ats ae) oe es 
pu—pe 

puis, en-échangeant u et ¢, : 
(64) a = M+) EU 0) as 


enfin, en ajoutant membre a membre les deux égalités précé- 
dentes, 
I pu—p'e 


(S)) 2 Pp w—— Pv 


=((u ++) —Cu— oe, 
formule que l’on obtiendrait également en décomposant en élé- 
ments simples les fonctions ellipuques de w qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) peut étre considérée comme 
une formule d’addition pour la fonction Cu : seulement ce n’est 
pas une formule d’addition algébrique, car G(u + ¢) n'est pas 
une fonction algébrique de fu et Cv. : 

45. Formule d’addition de la fonction pu. — Sil’on différentie 


par rapport 4 wu les deux membres de légalité précédente, on — 


trouve 
\ 


; 0 /p'u—p'e 
66 = Lu AOS/ PEP DN 
( ) REE Ska) a eee 


c’est une formule d’addition algébrique pour pu. En y remplacant, 
aprés la dérivation, p’w par sa valeur 6p2u — sa (éq. 39), on 
5 ; 


obtient p(w +) en fonction rationnelle de pu, pe, plu et eve 


a 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 55 


Si, ensuite, on y remplace p'w et p’v par leurs valeurs respectives 


en fonction de pu et pv 


pu=Vipiu— gopu — gs, pe = V4 pio — gape— 83, 


on obtient p(w + ¢) en fonction algébrique de pu et pe. 


Autre forme de la formule d’addition. — On a, en effectuant 
la. différentiation (66), 
DU pli sey ee Z SSS TERIAL S BOO ECE 


2 Us piv 25 (pup)? 


permutant wu ete, ona de méme 


= AES ce Ee Cs oe BE ala 
pe p(u+ej= 2 pu—pe 2 (pu— pe) 


Ajoutons membre a membre et remarquons que 
p'u— p’o = 6(p2u — p’p), 


@aprés Péquation (39); il vient 


(67) oe GUA) ara (Ee f 


4\ pu— pv 
¥. € 


2 
) I) LE a 


et Yon a p(w+¢) par une formule ot la symétrie, par rapport 
aux deux lettres w et», est en évidence. 
4! Lire ae S yy . ay 
En différentiant par rapport a w et remplacant p’w par 


D} I 5 A ul Page s ! ( 
6 p?u — > 82,0na de méme une formule d’addition pour p'(w-+-¢), 


exprimant cette fonction en fonction rationnelle de pu, p'u, pe, 
p'v. Une nouvelle différentiation donnera une formule d’addition 


" 


pour PP; CAN GA 


sn 


46. Décomposition de p/w en facteurs. Discriminant. — Dans 
un parallélogramme élémentaire, la fonciion p'u a un pdéle 
triple qui est le point uw = 0, ou un point homologue. Cette fonc- 
tion est donc du troisiéme ordre. Elle a, dans un parallélogramme, 
trois zéros que nous allons déterminer. ‘Pour cela, partons des 
relations mu 
p'(u+e2w)= plu, p'(u+ 20’) = p’u, 

p(u+20+20')=p'u. 
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Faisant dans la premiére de ces formules uw =—, ona 
pw =p (= 29); 
comme d’autre part p’ est impaire, 
po =— p(—»®), 
Donc p'o =o. De méme p'w! = 0. 
: dhe ; : 

Enfin, en faisant dans la troisiéme formule w= — o —o’, on voit 

que p'(w—+-o') =o. Prenons (n° 28, p. 38) un parallélogramme 


élémentaire trés voisin de celui dont les sommets sont 0, 20, 20’, 
2w—+ 20! et contenant o dans son intérieur. Alors, dans ce paral- 
lélogramme tracé en traits pleins, la fonctiona un seul pole u= 0, 
et ce pole est triple; nous savons d’ailleurs que la fonction a trois 
zéros 0, w', wo + w!; ces zéros sont donc simples, et ce sont les 
seuls que la fonction posséde dans le parallélogramme (n° 38). On 
vérifie que la somme des zéros 2m + 2! ne différe de la somme 
des infinis qui est o que par des multiples de périodes (n°? 39). - 
Remplacons le zéro w +-w! par son homologue — w — w’; alors 
la somme des trois zéros w, w', —w—w)! est égale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et l'on a, en vertu de (59) et de (60) : 
eu Cea AN Voy (ISN orl meen re aiia) 


VOU ax iN 6 


ou 


Pour déterminer A, on peut multiplier les deux membres par w?, 
puis faire tendre w vers 0. Comme dans le voisinage de 0 ona 


2 : 
Riser Sirs fonction holomorphe, 


askey sb shes . Tu 
le premier membre devient — 2; comme a tend vers 1, le second 


membre devient 
Agacm' s(w 4+ w') 


a 
~~ 
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et ona 
c(u—w)c(uU—w')o(UtoO+ w!) 


pu=—2 aT ns 
THOTW C(o +o )osu 


« Voici quelques conséquences des résultats précédents. Nous 
avons établi la relation 


(40) p2u= 4piu— gepu— g3. 

Appelons e,, é2, €; les racines du polynome 43°— g2.5— 83; 
alors 

(68 ) pu = 4(pu — e:)(pu — eg) (pu — es). 


Comme p/w s’annule pour u=o, u=w+w, u=vw’, les 
quantités €,, 2, 3 sont égales A pw, p(w +’), pw’, soit 


(69) ei =" pw, = plw+’), €3= po. 


Il est éyident, d’aprés la formule (68) qui donne p’?u, que le 
second membre de cette formule est le carré d’une fonction uni- 
forme : nous vérifions plus loin (n° 48) que chacune des diffé- 
rences pil —e,, pu— ez, pu—eéz; est le carré d’une fonction 
uniforme. ; 


Discriminant. — Rappelons enfin comment on calcule le pro- 
duit des carrés des différences des racines €,, 2, @;. Partons de 
Videntité en z: 


ACS €,) (3 —€9) (4 — es) = 45° — £23 — 233 


dérivons-la Dar Ya Ore as5,. et faisons z= e, dans |’équation 
I BE ? 1 q 
obtenue; nous aurons 


Adjoignons a cette équation les deux autres qui s’en déduisent 
par permutation circulaire sur é,, @2, @3, et multiplions membre 
a membre les équations obtenues; il yiendra 


— (€2,— €3)?(e3— €1 )?(e, — €p 2? = (set — &) (3e3— =) (se3— &). 


4 4 


Or le second membre de cette €équation est une fonction 
symétrique de é,, é2, €; dont il est aisé d’obtenir la valeur; on a, 
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en effet : 
2 \9 ; pea’ &2 
e?+ e3+ e3 = (e;+¢,+ 643)? —2(€0€3+ €3€1 + €1€2) = ae 
83 
6 é 2 
efe} + ef e? + ef 3 = (€2€3-+ €361 + C1€9)* — 261 Cn€3(€1 + Cat C3) = 2 
4 
tore? Sey de 
ef ese; : = 28; 


introduites dans l’équation précédente, ces expressions donnent 


® 


5 3 2 3 
— (€,— 3)? (€3— €1)2(€, Rees Ore fo A pat Bee tia ee 
2 3 3 1 1 : 16 a 2 16 54 10 


Dés lors, si Pon pose 
A = 16(e,— €;)®(es— €1)2(€1— 2)’, 


on pourra. écrire A= g}— 2783. Par définition, l’expression A 
s’appelle le discriminant du polynome 453 — g25 — g3 (ou de la 
fonction elliptique pw). Il est nul dans le cas de dégénérescence 
(n° 37); et nous verrons dans un instant qu’il est toujours diffé-. 
rent de zéro pour une fonction pu non dégénérée. Si les inva- 
riants 2 et 93 sont réels, A est positif quand les trois racines sont 
réelles, et négatif quand une seule des racines est réelle, les deux 
autres étant imaginaires conjuguées. 


AT. Effet de Vaddition d’une demi-période a Pargument de pw. 
— Dans la formule d’addition (67) faisons » = w, en remarquant 
que ag = €,, pw =o et en. tenant compte de I’ eee p08) 
de p’?. Nous obtenons 


(€1— 2) (@r— es) 


y(U + w ) — ey = 
p¢ ) 1 pues 


De méme, en faisant dans la formule d’addition » = w+! ou 
¢ —=w!, on trouve 


(Gor eres eae 


Dt =) =O), ) = eo = 
P( ) 2 pu ey 


(e3— é,) (é3> €2) 


plu + w')—es= 
- ) : pu = e3 


Ces formules montrent bien qu’on a Ao pour une fonction 
ellipuque pu non dégénérée : car, si lon avait, par exemple, 
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€; == 2, on en déduirait que pu ou p(u + w) est égal a la cons- 
& 
tante e,, ce qui est absurde. 


e 


48. Expressions de pu — eé). Fonctions 5), 65, 63. — Dans la 
formule (62) établie plus haut 


: o(u+ v)s(uU— Pv) 
Pr ie SAW S2-V 
faisons ¢ = w, nous aurons 


c(u+o0)c(uU—w). 


nu = pw =— 
q p ctUus2w 4 


mais, d’aprés les propriétés de la fonction ¢, on a 
o(U+w) =—eM¥s(u—w), 


. oe + 
comme on le voit en changeant dans la premiére des formules (22) 
wen u—w. Ona donc 
s2(u— w) 


(0) Du — pw = e24u 
79) } p. O2U.52u) 


On trouve de méme 
S2(u—w') . 


£ ' apt 
(70 uU—pw = ern 
7) Pp J o2u.c2 0)’ 


Enfin, dans Ja relation (62), faisons » = w + w’; il vient 


? c(U+ H+ w')s(u—- wW — w’) 
pu— poy )=— eT ; ’ 
527US*(0) +o ) 


ou daprés la formule (23), dans laquelle on change u en u—w—w’, 


52 (u —w — wv’) 


La 7 “pl 
I u— p(w + w’) = e*%A+q!)1¢ —_____*>e 
(71) P Pt ) F?U.5?( +’) 


_ Les trois différences considérées sont donc bien les carrés de 
fonctions uniformes. Weierstrass emploie une notation spéciale 
pour désigner ces trois fonctions. I] fait : 
es*c(w — u 
om u= PENG Sau) 
oo) 
: etn)" s(w + w’ — u 
(72) 4 59U = eee a ) 
T(W + 0 ) 


. = en'us(w'— u) 
1 ra rar ee 
ow! 
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Avec ces notations, on a 
a 


Ou \? Tau \% anu \2 
ak — = DU — 5 =| «eS U6 3 ? 
(73) pu e4 PET eee 2 Cae ia P le aie 


p? ee Aca uss Us: u )2 
} EO oa aS 


of u 


O1,U SoU T3U 


(74) pu=—2 


oFUu 
le signe a prendre en extrayant la racine est —-, comme on le voit 
en multipliant les deux membres par w* et faisant tendre wu vers 
zéro. On retrouve ainsi, aux notations prés, la formule établie, 
directement dans le n° 46, par la décomposition de p'wu en 
facteurs. , 


AQ. Toute fonction elliptique /(w) aux périodes 2 et 2 est 
une fonction rationnelle ‘de pu et pu. — Nous établirons ¢e 
théoréme comme conséquence du théoréme d’addition et de la 
formule de décomposition en éléments simples (p. 39 yes 


: Sa As >s ‘ 
Ai). == Do+ > [AEC a) Aa p(w a) = a PO) ke 


la somme étant étendue a tous les poles. Tout d’abord la formule 
p 
WVaddition pour pu (n° 45) montre que u— a) est une fonc- 
} os AE 2 
lion rationnelle de pw et p'u. En différentiant cette formule on 
voit que p'(w—a) est une fonction rationnelle de pu, p'u et 
pu; mais, comme 


" S52 
pu = 6p2u— “ait 


p'(u— a) est une fonction rationnelle de pu et p' uw. On voit de 


méme, en différentiant de proche en proche, que p’(u —a), ..., 


p'*-*) (uw — a) sont des fonctions rationnelles de pu et p’ uw. Restent 
les termes tels que ¢(w— a). La formule d’addition pour la fonc- 
tion ¢ (n° 44) dans laquelle on remplace » par — a donne 


Iputpa, : 


C(u—a)=Cu—flat ; 
2 pu—pa 


rae 
. 


on a de méme C((u — 6), °..., C(u —1). Si Pon porte ces valeurs 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 61 


dans la formule de décomposition en éléments simples, on voit 
que, dans la somme 


(75) Rie a) Bl bye ba), 


étendue a tous les poles, le terme en Cu disparait a cause dela 
relation A+ B+ ...+L—=o et la somme (79) est une fonction 
rationnelle de pu et p!u. 

Le théoréme est donc démontré. 


Remarque. — Comme ona 
-ptu= fpiu— gepu— gs, 


on peut, dans une expression rationnelle en p et p’, éliminer toutes 
les puissances de p’ supérieures a la premiére en remplacant toutes 
les puissances paires de p’ par des polynomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p’ sous la forme 


P(p)+ p'Q(p) 
Pips =e p On py” 
ou P, Q, P,, Q, sont des polynomes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P,(p) — p’Q,(p) 
et remplagant p? par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p’, c’est-a-dire toute fonction elliptique 
peut se mettre sous la forme 


J(u) = R(p) + p’Ri(p), 


R et R, étant des fonctions rationnelles. On observera d’ailleurs 
que la démonstration donnée au début de ce numéro n’introduit 
que des expressions entiéres par rapport a p'w; on peut donc les 
remplacer aussitot par un binome du premier degré en pu. 

De la formule précédente, il résulte 


S(— 4) = R(p) — p’Ri(p), 


car p’ est impaire. En particulier, si f(w) est une fonction paire, 

f(— uw) doit étre egal a f(w); Ry (p) est done identiquement nul 

etVona 
GU = ED): 


Si f(w) est impaire, f(— wu) doit étre égal 4 — f(w) et R(p), 
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idenuquement nul. Alors 
J CHT or iC Dy 


Ainsi, une fonction elliptique paire est une fonction ration- 
nelle de pu; et une fonction elliptique impaire est égale a une 
fonction rationnelle de pu multiplice par p'u. 

Par exemple, p(2u), p(3u), ..., p(mu) (n entier) s’expriment 
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des formules ana- 
logues a celles de la multiplication des arcs en Trigonométrie, que 
le lecteur pourrait établir par lapplication répétée de la formule 
d’addition. ; 

De méme p/(nw) est égal a p'u multipliée par une fonction 
rationnelle de pu. 


50. Remarque sur Vintégration d’une fonction elliptique sup- 
posée mise sous la forme d’une fonction rationnelle de p et p’. — 
Soit la fonction 

J(u) = R( pu) +p’u.Ri (pw), 


ou, comme précédemment, R et R, désignent des fonctions ration- 
nelles de pu. On aura 


[fw au = [R(pu) du +f puRi(pw) du. 


La deuxiéme intégrale du second membre se raméne immédia- 
tement a Vintégrale d’une fonction rationnelle, car si l’on fait 


pu =< elle devient 
[ Ri(s)as; 


on sait caleuler cette intégrale. Pour obtenir la premiére intégrale 
du second membre, on commencera par décomposer la fonction 

rationnelle R de pw en fractions simples, en considérant pu 
~ comme la variable; soit 


1 Eats A Ay As . B 


pu—a (pu—2)? 4 (pasa). pee? 


Co, C1, -++, Cy, A, Ay, Ay, .:., B, ..., &, 8, ... tant des cons- 
. wT > io ee ~ i. 3 x . on . . , 3 
tantes. L’intégrale de la partie entiére en pus obtient aisément, 
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car on sait (n° 31) exprimer p?u, pu, ..., p’u en fonctions 
linéaires 4 coefficients constants de pu et de ses dérivées p'u, 
pu, ..., de sorte que cette partie entiére s’écrit 


Co Cypu+ Cyp'u+Cyp"u+...; 


son intégrale est immédiatement 


Cyou—C,fCu+Cypu+C3p'ut+.... 


Les intégrales des termes suivants s’obltiennent aussi en décom- 
posant ces termes en éléments simples. Pour cela, on détermine 
d’abord des constantes a, b, ... telles que 


pa=a, pb=8, 


Nous avons donné (n° 44, formule 64) la décomposition en élé- 


pe 


perve nous écrirons cette formule 


ments simples de 


; L 1 PF , 
(76) SD OTT Ss rags ee Gee er 


On en conclut, en changeant 9 en a, 


ae du eal | o(u— a) 
———— _ = —— } Log ———_ + 2uCa} + const. 
pu—pa pa J(u + a) 


Différentiant ensuite la formule (76) par rapport av et divisant 
par p’v, on en tire la formule de décomposition en éléments 


Boe I yas . 
simples pour ————_ ; différentiant cette nouvelle formule par 
(pu—pe)?? 


rapport a ¢, on en tire de méme la décomposition en éléments 
I 


rer ie 
(pu— pe)? 
fera ¢=a et Von en déduira immédiatement les intégrales 


du [ du 
Titec rar amen rachae 


51. Entre deux fonctions elliptiques /(w) et fi (wu) aux mémes 
périodes existe une relation algébrique. — En effet, si l’on fatt 


KE f(w), Y= fiw), 


simples de - et ainsi de suite. Dans ces formules on 


X et Y sont, d’aprés le théoréme du n° 49, des fonctions ration- 


‘ 
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nelles 


(77) XSR(p, pj. .¥ =Rep, ps 
des quantités pu et p'u liées par la relation 
(78) p2u = 4p?u— gopu — 83- 


L’élimination de p et p’ entre les relations (77) et (78) donne 
une relation algébrique entre X et Y : 


EN Xe Nee 


La courbe (C) définie par cette équation est, en général, du pre- 
mier genre (n° 13). C’est ainsi que si l’on fait 


oem OVE P== pulls 
on aentre w et y la relation 
Yaa Si 


définissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de dégénérescence. Les coordonnées X et Y d'un point de la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnées x et y 
dun point de la cubique (c). 

On peut, en général, indiquer le degré de la relation entre X 
et Y. Si f(w).est d’ordre r et f,(w) d ordre 7;,-la relation 
F(X, Y) =o est de degré r, en X et de degré ren Y. 

En effet, X étant donné, la formule 


X = f(u) 


donne, pour uw, r valeurs dans un parallélogramme; a chacune de 
ces r valeurs, la formule 


NS fitz) 


fait correspondre une seule valeur de Y. Donc a une valeur de X 
correspondent 7 valeurs de Y et ’équation F(X, Y)—=o est de 
degré 7 en Y. On voit de méme qu’elle est de degré r, en & 

Par exemple, pu est du second ordre, p!w du troisiéme; aussi 
la relation algébrique entre ces deux fonctions est-elle du second 


degré en p’ et du troisiéme en p. 
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52. Toute fonction elliptique / (wu) admet un théoréme d’addition 
algébrique. — En effet, f( wu) est une fonction rationnelle de pu 
et plu: . ; 


J(u) = R(pu, p’w). 


‘De méme 
- f(%) = R(pe, p’e). 

Formant ensuite f(u+-v) qui est une fonction rationnelle de 
plu+e) et p'(w+-), et exprimant p(wu+-) et p'(u+e)en 
fonction de pu, pe, p'u, p'e par les formules d’addition, on voit 
que f(w-+ ¢) est une fonction ratonnelle de pu, pe, piu, pv, 
SOIt Ae een Sod : : 

f(u+v)=Ry(pu, pe, pu, pe). 

D/ailleurs, 

| peu= qprtu— gopu— gs, 
PPP A Pee Bape — Bs, 

L’élimination de pu, pv, p!u, p'v entre les cing équations pré- 
cédentes fournira une relation a/gébrique entre f(u+-¢), f(u) 
et f(v). 

La réciproque de ce théoréme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un 
théoréme d’addition algébrique est nécessairement une fonction 
simplement ou doublement périodique. Nous nous bornons a 
énoncer cette proposition, dont la démonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. ; 


APPELL ET LACOUR. 5 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE UH. 


4. Démontrer les formules suivantes que nous empruntons aux Formules 
et propositions pour l’emploi des fonctions elliptiques, daprés les 
Lecons de Weierstrass, rédigées par M. Schwarz, traduites par M, Pade, 
(p. 12-14). 


Dégénérescence. — Quand o' = x,» étant fini et différent de zéro, on a. 
983 
(1) pu EN aaa 283 aaa 
aE} — = — , 
20 : ut 3 re) o 2 £2 
sin2 pet) J53 
sre sin =e 
282 
nm \? 983 383 3&3 
(2) Se, a=) eS eS > 85 — 2783, =, 
20 282 §2 282 
ou Tot parce 12 
—_ = Oo +> u 270 = — 
om 7) 20 2 3 \ 2 , 4 6” 
(3) 4 (1% \? 
+(2) 20 uT 
CU € —— sin 
Tt 20 


On a aussi: 


laa) 
e Acorns uw 
J,u =e? Costs, 
2.0) 

(3 2 

o ca OUNe ) 
S2ut=—e = 6.4 


(On le démontrera en rapprochant les formulés des n® 23 et 37). 


Formules d’addition pour pu et conséquences. 
Sy 0. i eee 5! , ' ra 
(ior pee eo (REP = pot files fpr nano SCE, 
2 0u \ pu— pe : pu—pe 


id (6p?u—te2)(pe—pu)+ 4piu — Sopu — g3— p'up'e 
2( pu — pe)? ‘ 


(Op) == pits 


_, (6pe —282)(pu— pe) + dpe — gope — gs p'up’e 

Zep —— pv.)2 y 
(4) p(ute)= 2( pu pe —+é2)(pwt pe) — eax p'up'y 
2( pu — pov)? 


I . r Tare, ' 2 
(5) =; |p] pu—pe. 


(G35) =pyv 


? 


pu— pe 
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6) I sy 2(pupe—tg)(pu-+ pe)— gs; p'up'e 
p(ute) 2(pupy + 782)? + 26a(put py) 
7) AGNES ee ell Meret 900 oe Sad hoa 2 
nr (pu— pe)? 
8) =: Za beg ape— sab : 
; eres 2 rau em trver og(pu—pe)=2pe— a] og(pu—pp), 
3 Bees Pe 4 
9) plu+re)—plu—e)= epee Fide Oe Pe Pes 
10) plu+e)p(u—e) = (pups page) + s3(Put Pe) 
(pu— pe)? 
: p2e 1 p's : 
+9) = + — | > 
ee tree 


a Se rsayeiins egal p’u ae 
(pu—pe)s 2(pu—peo) 


12) 4[p(u)+ p(e)+p(ut+e)] = (pears) | ere 


pu—pe p(u+ev)—pe 
13) Plu pvp (ee) pe 
pu—pe p(w e)—pe - 
I Pls pu 
14) I pe pe ="05 
I p(u+ev) —p'(u+p) : > 
p2u + 1 e2)*+ 2L3p d? 
15) pa eee en Be ye Logie 
4piu — g2pu— §3 4 du? 
Par Vintégration on déduit de la derniére formule 
CHOU em ep Ih a n hyoy, T2U ; 
sy pees -—) = — Pp u, 
C2U ou 23 500 o*u 
(16) 
dt Log Tu ie c 1 ” m 
T2U = ODE | ace ot oe = Wis FU —3o7US US U + O8Us-U. 
2, Le déterminant 
hes OG OH 
SS IT eid Sena ee ee 
“I pw pw 


ou u, 9, w sont trois variables indépendantes, a pour valeur 


25(9 — w)r(w—u)re(u—v)o(u+v+w) 
(sucvow)s : 


[Pour le démontrer, remarquons que ce déterminant, considéré comme 
une fonction de u, est une fonction elliptique d’ordre 3 ayant le péle triple 
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u=o et les points homologues, Cette fonction a manifestement les Zeros 
e et: w, car sil’on fait w= ou u=w deux lignes sont identiques. Le 
troisiéme zéro de la fonction est donc homologue du point — (+), car 
la somme des zéros ne différe de la somme des infinis, qui est nulle, que 
par des multiples des périodes, On a donc 


o(u—v)c¢(u—w)c(u+o+.H) 
> 


chee ctu 


C désignant une constante indépendante de u. Pour la déterminer on mul- 
tipliera par u3 et l’on fera u = o. Le produit uA lend alors vers 2(pe—p ®), 
et le second membre tend vers 


Covows(v +o). 
Donc 
Case ee 
cv ew s(P + ww) 


Décomposant alors py — pw en facteurs (n° 43) on a la valeur de C et 
V’on obtient la formule indiquée |. 

Il résulte de la formule que pour w-+ ¢+ w =o, le déterminant A est 
identiquement nul; la formule fournit alors une expression symétrique du 
théoréme d’addition de la fonction de pu. 

Pour les formules de ce genre, on consultera Hermite, Journal de 
Crelle, t. 82, p. 343; Ofueres, t. III, p. 420-424 et les Formules... de 
M. Schwarz, trad. par M. Pade, p. 16-17. 


3. Fonctions o,, 62, 73. — Les équations 


Se Oe ee SI > 3 
1 Du — €;= -— €g = —e= 
(1) V3 i Sere Vpu €2 ee Vpu e3 7 


définissent les trois racines carrées en fonctions uniformes de u. Si l’on 
donne successivement a la variable w les valeurs 


\ 


WO; = Ww, WO. = @ =: @) —- wo”, W3 => W 


on obtient les équations Se 


ee ees ENO choy sees) eee ante e—1'® gw" 
Va-a= — Se Ver— e,= = ————;}; 
ow CHWTW ow TWTW 
— soy)” eNO" ah i) pee a et ~ enw" 
—- — = 3 : “es 
GY. e Bie Fike Sse eet Ae Cees CO Sale we” 
—— oo; e= 1% ohn" —— oan’ en’ oo) 
Va—ea=- ies To?) Ves— e2= + = 7 7? 
Tw TWOW Tw ow ow 


par lesquelles sont déterminées sans ambiguité les valeurs des six racines 


RP Pe “ ‘ ’ " ‘ Pe * A . o t ‘ 1 Cian . 
carrees. Dans I’hypothése que, le coefficient de ¢ dans aaa est. positif 
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BECOfs pi 28); on a, entre ces radicaux, les relations 


(ae aes 
(3) g . Vea— e, =—t Vei= es, . 


Vés=e = tVe,— eg. 
Relations entre les carrés des fonctions o, 41, 42, 3. — Les relations 


Fu 
puey= ch  (K= 1,3, 3) 
2u 


donnent, par l’élimination de pu, les formules 
4 ‘ c2u—s 73uU + (€,.— 63)? U = 0, 
rT) 
2uU— cf uU+ (eé3— &;)S?U=O0, 
oju—o3 Ur (er €2) 0? u =.0; 
eu 


+ (€3— €,)53u + (€;— eg)5ZU =O. 
Différentiations des quotients de fonctions 7. — L’équation 


(1) cote TUT yUSyU 
: } 1a SUSUTU 


donne pour les fonctions 


Tu Sut ou 
(2) aon 
op W/, Oyu ou 


les équations différentielles suivantes : 


d Su SyU-cyu 
du ou o)juU oD) 


d suu ( ) TU OU d ou Ty SyU 
: =—(éy— e€ ; —_— ——_- = 
du oyu 4a LES WU AOAD du cu OU CU 


Exemples de décompositions en éléments simples. 


SE a) 
Ip — ey ou OU du S CU 


L pu Sj,Uu ou ‘d L ORU 


I (eu — ey) pu _ oyu oyu d ; Tu.U 
2 Pa eit) (Pites ey.) Syl yu du? Oy U 


(e,— ep.) (ex— ey) ado), d? 
ae SAG ees = ——Logo}ju. 
pu —-e) NS ah Ge aye x 


On trouvera des relations analogues dans les Formules... de M. Schwarz 
(trad. par M. Padé), p. 24-29. 
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4. Soit o(w) une fonction elliptique du second ordre aux périodes 2 
et 2’, Si cette fonction admet, dans un parallélogramme des périodes, 


un seul pole double wu =a avec la partie principale = Sa dérivée 


(u— a) 
’(u) admet dans un parallélogramme les trois zéros a= a+, B=a+o", 
y=a+u+w’etlona 


A (2) = Le uy — ola) feu) — 9(8)] [9 — CI 


[Ces théorémes ‘se démontrent soit en exprimant 9(w) a l'aide de pu 
g(u)=Ap(u—a)+B, 


soit en remarquant que 
9(2a—Uu)=9(u), 
dot, en différentiant, 
o'(2a— u) =— 9b); 


relation qui montre que ¢(w) s’annule pour u= a, u= ~, u=y, car elle 
donne, par exemple, 9'(a) =— o'(a).] 

Si la fonction elliptique ¥(w) a, dans un parallélogramme, deux poles 
simples a et 6, de résidus A et —A, '(uw) admet dans un parallélo- 
gramme quatre zéros : 


et Yon a 
ar(SE) = [(ue) — Yur IE) — $e) 
< [YC w) — (us) ] [Y(e) — ¥(uy)]. 
| On le démontrera en établissant la relation 
via+b—w)=(u) 
et, par differentiation, 
p(a+b—u)=—V'(u).] 
% 


5. Démontrer que l'on a, quels que soient les arguments a, b, c, d, la 
relation 


c(a+ b)s(a—b)c(e+d)c(ce—d) 
+o0(a+c¢)o(a—c)o(d+ b)o(d—b) 
+o(a+d)o(a—d)c(b+c)¢(b—c)=0, 


désignée quelquefois sous le nom d’équation a trois termes. — [ une 


résulte de Videntité 


(A—B)(C=D)+(A—C)(D—B)-+(A—D)(B—C) =o, 
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ot Von fait 
A= pa, B= po; C= pe, D=pd 
et de la formule 


/ 


- C(U+ v)o(u—-?%) 
Pe Pe Ciysiy 


6. Démontrer qu'il existe une relation linéaire et homogéne entre les 
fonctions 
c(u+a)c(u—a), c(u+b)c(u—b), o(&@+c)c(u—e). 
[La fonction 


Po(utb)o(u—b)+O0ce(u+ec)o(u—c) 
C(u+ta)cs(u+a) 


est une fonction doublement périodique ayant deux poles dans un parallé- 
logramme des périodes; on peut déterminer le rapport des constantes P 
et Q de facon que le numérateur s’annule pour u=a; P et Q étant ainsi 
déterminés, la fonction se réduit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation précédente.] 
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu LORSQUE EST REEL 
ae ET w” PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 


53. Dans la théorie générale que nous venons d’exposer, les 
périodes 2 et 2’ sont des constantes imaginaires quelconques, 
assujetties ala seule condition que leur rapport soit imaginaire. 
Un cas particulier des plus importants, qui se présente fréquem- 
ment dans les applications, est celui ot. lune des périodes 2w est 
réelle et autre 20!, purement imaginaire, c’est-a-dire égale au 
produit dez par un nombre réel. Gomme on peut toujours changer 
le signe des périodes, on ‘peut prendre 2w et = positifs; il en 
résulte que, dans le rapport =; le coefficient de ¢ est positif. 


Pour que ces hypothéses soient réalisées, il faut et il suffit, 
comme nous allons le voir, que les racines @,, é2, ¢3 soient réelles ; 
et c’est précisément a cette circonstance qu’est due Vimportance 
pratique de ce cas, que nous allons étudier en détail. 


' 


- ' Ww 7 
I. — VALRURS REELLES DE PU QUAND © ET — SONT REELS ET POSITIFS. 
. ; oe U 


e 


54. Les invariants 2, et 3 sont alors réels. — Si l’on suppose w 


if 
® r ete . ° 
el — réels et positifs, les invariants 


, , 
; \) I I 
Zane Oi —_ 3 ios . _— 
(1) w2 y= wt? ga 7 we’ 


w= 2Mw + 2nw’ 


sont réels. En effet, 4 toute valeur imaginaire de w correspond 
pour « une valeur imaginaire conjuguée, puisqu’en changeant le 
signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des séries précédentes, les termes qui correspondent a deux valeurs 
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-imaginaires conjuguées de ~ ont une somme réelle : on en conclut 
que g2 el 2, sont réels, 


do. Valeurs aeatles de ’argument. — In raisonnant de méme 
some chacune des séries 


‘ I ! N - I 
ua —__—___ — — =D yp Sa 
d ur s Teaser = |> eo ded (U— WB” 


owl’on suppose wv réel, on “yeconnait que puet pusont ee 


e 


quand I’ argument west réel. 
Les valeurs de u qui rendent la dérivée nulle ou infinie sont de 


la forme 
My + yw’, 


my et rey étant des nombres entiers. 


1° Lorsque w croit de o 4 w par valeurs syeellas p'u varie dime 
maniére continue et ne change pas de signe ; pour u positif et tres 
petit, p'w est trés grande, en-valeur absolue, et négative puisque sa 
partie principale est : 
2 
us? 
pour u =, pu sannule, : 
Donec, quand w croit de o a w, la dérivée est constamment 
négative, et elle passe par toute valeur négative; la fonction pu 
décroit constamment depuis + co jJusqu’a pw = e,. Cette valeur e, 
est réelle. 
L’équation 
plu (piu egp ues 
es 
montre alors que uw croissant de 0 aw, c’est-d-dire pu décroissant 


de +90 4 e,, le polynome 4 p'u— gy pu—g, nes’annule que pour 
uw, c’est-a-dire pour pu = e,. Le polynome 473— g.4%— gy 
n’a donc pas de racine réelle supérieure a e, : la plus grande 
racine de ce polynome est la valeur qne prend pu, quand wu égale 
la demi- période réelle. 

L’argument u variant toujours de 0 aw, p/u est négatif, et ’ona, 


en extrayant la racine, 


pu Stes Vi piu—e.pu— gs 
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ou, en posant % = pu, 
dx 
du=— SSS 
V 40% — 2% — 83 
Comme « décroit de + ae,, quand wu croit de 0 aw, ona, en 
intégrant par rapporta wu de o a w et par rapport a x de + a e,, 
par valeurs réelles, 
dx 
(3 == 


pore 
e V4e'— g202— £3 


2° Supposons maintenant que u est réel, mais n’est plus compris 
entre o et w. Les égalités 


p(—u)=pu, p(—u)=— pu 


4 


montrent d’abord que, quand w varie entre — w et 0, pu est réelle 
et plus grande que e,, p’u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

Or, on peut toujours ramener un argument réel a étre compris 
entre — w et, en retranchant de cet argument un multiple de la 
période 2w; les résultats précédents s’énoncent ainsi : 


Quand argument west réel, la fonction puet sa dérivée p'u 
sont réelles. La valeur de puest plus grande que e, et le signe 
de p'u est celut de(—1)"*', siVona 


mo <Hiu<(m+I1)o, 


m étant un nombre entier. 


56. Argument purement imaginaire. — Quand l’argument uw est 
purement imaginaire, la fonction yu est réelle et pu, purement 
imaginaire. Cest ce qu’on voit immédiatement en se-reportant 
aux séries. En effet, si on fait w = ce, en supposant ¢ réel, la 
série pudonne 


. F I ; I I 
plow, e)=— sD, l oe - =| 


I p> I 1 
eS (e+ iw )? (tw )? 
Dans cette derniére série, i = 2miw + 2m’ iw’; elle définit 


donc, au signe prés, la fonction py construite avec les périodes 


f 
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tw’ et tw, ou avec les périodes —iw! et (w, car on peut changer 
le signe d’une des périodes. On a done 


w 


(2) pce |, w')=—p(e 


to Gane 
—» lw]. 
U 


La fonction p(de|w, w’), oa Vargument est purement imagi- 
>) y) 
naire, est ainsi ramenée a une autre fcnction p a argument réel ¢, 


; F at w’ y he 
construite avec les périodes = et lo dont la premiére est enccre 


réelle et laseconde purement imaginaire avec un coefficient det 
positif. Donec, quand wu est purement imaginaire, pu est réelle. 

Cette formule (2) est un cas particulier des formules d’homo- 
généité établies au n°-36 : on l’obtiendrait en prenant p= 0. 

w! 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles périodes = eb Lo 
se déduisent des expressions (1) en y remplacant @ par is; ils 
sont done égaux a gy et A — g3. On peut done écrire aussi 


(3) p(w; &, &) =— P(e; &2, — 83). 


Si Pon prend les dérivées par rapport 4 » dans les relations (2) 
et (3), ona 
Oar ) 
Cars et Os Be 
U 


p (te; 82, &3) = Up (0; &2, — 83): 


p'(t |, 0") = cp’ (+ 


Done, quand uw est purement imaginaire, pu est purement 
imaginatre. 


ae w’ Re, As - 
La fonction y = p (|=, 0) = p(; 82, — gs) vérifie Péquation 


dy\? ; 
Gal = PR Ya Bale Ba} 
le polynome en y qui est dans le second membre admet pour 
pory. ye P 
racines — ¢,, — @,, — @3. D’aprés ce que nous avons yu dans le 
numéro précédent, quand ¢ varie par valeurs réelles de o a la demi- 


, 
ae ; w . ees 
période réelle ao la nouvelle fonction pu décroit constamment 
Ul 


/ 
, ; < w® | w 
par valeurs réelles de -+-2a p (+ 


a iw) qui est la plus grande 


racine —é;' du polynome 4y?— g.y + g33 €3 est donc réel, et 
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Von a de plus 


wy’ ee dy 
(4) Tua ee ON 
Yeni LV 62 Se G8 


« 


Donec, quand u =v varie par valeurs purement imaginaires 


3 4 \; z es 
deoaw’, la fonction z= p(w], w’), qui est égale a — p Gra iw): 


crott constamment par valeurs réelles de —x a p(w’ |w, o°), 
c’est-a-dire de —o a la plus. petite racine e; du polynome 
4x — got — 83. 


D’une facon générale, en appliquant a la fonction p(e 
P 


r 
w) 
=5 ») et 
U . 
a sa dérivée ce que nous avons vu dans le numéro précédent, pour 
un argument réel, on a le résultat suivant : 

Quand Vargument u est purement imaginaire, la fonc- 
tion puwest réelle et pu est purementimaginatre; lavaleur de 
. 4 ; z ; . =p = T r 

la fonction pu est négative et toujours inférveure a es; , ptt 


a le signe de (—1)™*' si l’ona 
oy’ u oy” 
m—=z<aoa<(m+i1)—» 
U t l 


m étant un nombre entier. 


57. Racines @y, @2, €,;. — Parmi les racines du polynome 
4x*— 9.x — gy, la plus grande et la plus petite sont donc 
€:= p(wlo, o’), €3= p(m’| aw, w'). 
Ces deux racines étant réelles, et les invariants: 2» et gy étant 


réels, la troisiéme racine e, est réelle aussi: elle est comprise entre 
les deux précédentes et a pour valeurs 


- €2= p(w + ol, o’). 


Ainsi, en désignant, comme nous layons fait, par ey, @2, e3 les 
racines qui correspondent aux demi-périodes w, w+’, w/, ona 


C1 > C2> @3 


et le discriminant A (n° 46) est alors positif. 


RQ: 2 
58. Autres valeurs de uw rendant pu réelle. —_ Nous trouverons 
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dautres valeurs de argument faisant prendre 4 la fonction des 
valeurs réelles en considérant les dévelcppements de p(u—+w’) 


et de plu+o). 


1° Argument u+w', uw étant réel. Sp: apres la définition 
méme de pu, ona 


yg JL I es I 
ee oe) ie > (— ow |: 


p= 250; oy Ed, 


Vow ES, SES, 


-Lorsque u est réel, si ’on change y en — vy dans un terme ima- 
ginaire de la série, on obtient un autre terme imaginaire conjugué 
du précédent et la somme de ces deux termes est réelle. Done 
p(u+ w') est réelle quand w est réel. On voit, de méme, que la 
dérivée 
I ‘ 


(uU — pw — vo’ )3 


Me We 8 ee ~ 
Pu + w,) = »» 


est réelle. 

Quand wu croit par valeurs réelles de o 4m, w+’ varie de w! 
awm+wo’ et p'(u+w’') ne devienteni nulle, ni infinie, sauf pour. 
les valeurs extrémes qui annulent toutes deux p'(w—+-w’). Ainsi 
p'(w+o') garde un signe constant : p(w w') varie toujours 
dans le méme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u =o 


est €3; pour w=, elle est e, >e;. Done p(u+-w’) croit cons- 


tamment de e, a ey. 

D’aprés cela, le signe constant de la dérivée est le signe ++. 
Comme cette “iene part de zéro pour reyenir a zéro et reste finie, 
elle a un maximum. 


u) un : a f A 
Ainst, quand u croit deo aw, p(u+w’) est réelle et croit. 
de e, 4 ey; ladérivée p'(u +w') est réelle, positive et inférieure 
3 2) 12) ) 
aun certain maximum. 


On en conclut une seconde expression de la période réelle 20. 
En effet, en faisant 


plutow')=2, 

ona fs 
dx 

du = ——_____., 

V4ei= Bg, — 85 


78 CHAPITRE ILI. 


et quand w varie deo 4, x varie de és a é, par valeurs réelles; 
on a donc, en intégrant par rapport a ude o aw, et par rapport 


aa dé es az, 
(3) =f 
Viet— pr hs 


2° Argument it —w, t étant réel. — Considérons enfin un 
argument de la forme — w + /¢, ¢ étant réel. Dans la formule 


) , 
r 
(o = 
—= 9 LOS 
l 


la fonction qui est dans le second membre rentre, 4 un change- 


/ \ 


p(wlw, w)=—p (+ 


faisons ty = — o + 1, 


p(—o» + it|o,w')=— p G iw 


ment de notation prés, dans le cas précédent. , 


Uf 
. = . . s 
Quand ¢ varie de 0 a =) cette fonction varie constamment dans 


le méme sens : il en est de méme de la fonction p(— w + /t|o,w’); 
or, cette fonction part de e, pour arriver a e,; elle décroit donc 
constamment. Sa dérivée prise par rapport a ¢, 7p(— o + tj, w) 
est négative, et, comme elle part de zéro pour arriver a zéro, elle 
reste supérieure a un certain minimum. 


‘ , 
° A . < * r a x 
Ainst, quand tvarie deoa =a) p(—wo + tt) décrott dee, aes; 


ip'(—w+it) est négalive el reste supérieure a un certain 
minimum. 


Comme 
p(w + tt|w, w’) = p(—w+it|, w’), 


le méme résultat s'applique aux fonctions 
p(w +t) et ¢p’(w-+ it). 


Remarque. — Nous yenons de trouver des valeurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction pu est réelle et nous avons déja 


; es w! 

reconnu que, dans le cas actuel ot les quantités w et = sont 
u 

réelles, la fonction pu peut prendre une valeur réelle quelconque. 


Les autres valeurs de argument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs réelles, peuvent se déduire des précédentes; il 
suffit de remarquer que l’équation 


pes pe =0 
entraine (n° 43 ) 
Ue 


St sae ee 


a des multiples prés des périodes. 


59. Résumé. — Considérons le rectangle de sommets 0, 0, 
o + o!, wo. Quand argument wu décrit le contour de ce rectangle 
dans le sens 0, w, w+ w’, w’, 0, la fonction pu est réelle et 
diminue constamment de + 0a —o: 


1° Quand wu vade o ausommetw, pu est réelle et décroit de + 2 
de,; pu est négative. 

2° Quand u va dew aw’, pu décroit de e, a e.; pu est pure- 
ment imaginaire positive. 

3° La variable w allant de w+ 0-4 w', pu décroit de @, a es; 

p west réelle et positive. 

4° Enfin uw revenant de w' a0, pu décroit de e; a — 0;.p'u est 
purement imaginaire négative. 


En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 


H: — Erupe bE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS 2 = pu, y= pu, 
LEMNISCATE. 


60. Cas général. — Considérons la cubique ayant pour équation 
(1) I= GT —— 82k = Bs; 


ot gy et g3 désignent des constantes données quelconques. On 
démontre, en Géométrie analytique, que l’on peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener Véquation de toute 
courbe du troisiéme ordre a cette forme. 

Construisons la fonction p(w; g2, g3) (¢f. n° 34); nous pours 
rons exprimer les coordonnées d’un point de la courbe (1) en 
fonction dun paramétre w, en posant 


(2) Uigemels oe Woe Path. 
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A chaque valeur de uw répond alors un point (réel ou imagi-’ 
naire) de la courbe, car les fonctions p et p’ sont uniformes : ce 
point reste le méme quand on ajoute a wu des multiples des pé- 
riodes 2 et 2w/. Réciproquement, a chaque point (a, y) de la 
courbe répond, dans un parallélogramme des péricdes, une seule 
valeur de u. En effet, x étant donné seul, l’équation 


r= pu 


donne, pour u, deux valeurs uw, et —wu, et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p'w est impaire, a ces deux 
systemes de valeurs de uw, correspondent deux valeurs de y égales 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs que l’on trerait 
de Péquation (1). Si lon fait choix d’une de ces valeurs de y, il 
lui correspond done une seule valeur de u, u, par exemple, et les 
valeurs homologues. La proposition est établie. 
On a ainsi une représentation paramétrique parfaite de la. 
courbe, : 


61. Condition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient M,, M2, M; les trois points ou une droite quelconque 


yer = F= 0 


. coupe la courbe. Les valeurs uw,, U2, W3, situées dans un parallé- 
logramme élémentaire et correspondant a ces trois points, sont: 
racines de l’équation 

pu—apu—b=o0, 


Le premier membre de cette équation est une fonction ellip- 
tique d’ordre 3 : elle a, dans un parallélogramme élémentaire, 
trois zéros Wy, Uz, Us; et un infini triple homologue du point 


PEO ; d’aprés le théoréme de Liouville, on a donc 
(3) Uy + Ug + U3 = 2NwW+2n'w’, 


n.et nr’ étant des entiers. 

Cette condition, qui est nécessaire pour que les trois points 
correspondant a U,, Wy, Uy soient en ligne droite, est suffisante. 
En effet, soient M,, My, M; les trois points. correspondant aux 
trais valeurs w,, U2, U3. Jorgnons les deux premiers par une droite 
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et appelons M) le point ot cette droite coupe la cubique et w, le 
paramétre correspondant. Les trois points M,, M., M, étant en 
ligne droite, ona 


Uy + Ug t+ U;= 2m +2mM' wo’, 


m et m' entiers. En comparant a la relation (3) supposée vérifiée, 
on voit que wv’, ne différe de uw; que par des multiples des périodes; 
done M’, coincide avec M; et les trois points considérés sont en 
ligne droite. 


62. Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d’addition de pu. Si lon appelle u et » les parameétres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les*deux 
premiers correspond a la valeur — (uw + ¢) du paramétre. 

aprés cela, les abscisses des trois points d intersection de la 

D’ap Taco | des t | ts dint t de I: 

cubique avec une droite peuvent élre représentées par 


pe, pu, -ple+e&)s 
et les ordonnées par 
‘pe, pu, —p (ute). 


L’équation aux x des points d’intersection est 
F(x) =423-- 9927 — 83—(ar+by=0. 


2 ; : a> ; 
On voit dabord que la somme des racines est FZ ce qui donne 


la relation 


pu pes ple+e)——, 


a laquelle il faut joindre l'une des suivantes 


pup > — piu v)— pe a ple oe) pt 


pu— pe OGL 5) aD a PGs Pi pie 


obtenues en déterminant le coefficient angulaire de la droite au 
moyen des coordonnées de deux de ses points. 
En éliminant a, on trouve le théoréme d’addition 


. I/pu—p'e\2 
Dw py plu s-/)) == = ioe) 
; Be Noi ie. 


On peut déduire de la méme équation F(x) =o une autre fo:- 


APPELL ET LACOUR. 6 


$2 : CHAPITRE III, 


mule d’addition donnant une expression du produtt 
(pu—pe)[plut+te)—pe], 
qui est trés souvent utile. Posons 
Bij —= pe, Ly PU, DvD Cea 


nous aurons l’identité 


423 — Lox g (ax + b)?=4(x2—xX) (4 — £e) (x — £3). 


Prenons les dérivées des deux membres, puis faisons = %,, 


nous trouverons 
12.23 — %,— 2a(a9, + 6) = 4(te— %) (43— 2), 
ou, en introduisant les valeurs de la fonction p et se rappelant que 


Ae t 
pie = 6 pre — = 82, 


d(pu—pv)[p(u+e)—pe]=p"’e—ap’e, ‘ 


pu— pe 


pu—pe 
En particulier, si a = 0, on a légalité 
pe — (2 — vy ) (23— as 


qui donne une interprétation géométrique de la dérivée seconde p’ ¢ 
el permet de trouyer son signe quand elle est réelle. 


Addition d’une demi-période. — Ces considérations donnent 
une signification géométrique simple aux formules d’addition 
dune demi-période étabhes dans le n° 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une sécante passant par un des points otielle 
rencontre axe Ow. Ces points A,, Ay, A; ont pour coordonnées 
= oO, avec 


Ao i A 0 sep. £2 = e3, 


Hs correspondent aux valeurs o, o + 0’, w’ de Vargument uw. 
Si done on coupe par une sécante joignant le point 


Ay y ='0; Li E49) 


correspondant a la valeur w du paramétre, 2 un point M’ de la 
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courbe correspondant a la valeur uw du paramétre, cette sécante 
coupe la courbe en un troisiéme point M" correspondant a une 


valeur w” telle que 
oeutu'=o2nw + 27n'w’, 


el, en négligeant des multiples de périodes, on peut prendre 
u'—=— (w+). Ainsi les abscisses des points M’ et M” sont 


Cre 5 ze =p(u+o). 
D’autre part, en coupant la courbe 
Y= 4 (£2 — e))(@ — €2) (&— es) 
par une sécante issue du point A, 
y= mL — é;), 
on a, pour déterminer les abscisses x’ et x", l’équation 


m?(#—é,) = 4(@— 2) (x — e3). 


Si dans cette 6quation on considére # —e, comme l’inconnue, 
e,) (x — e,).a pour valeur 


le produit des racines (2' 


(2'— e,)(v2"=—e,) = (ey €2) (€,— @3). 


On a donc, d’aprés les valeurs de x’ et x", 
[pu— ey] [pCwe+ w) — ey] = (e,— €2) (e,— @3); 


ce qui est une des formules établies dans le n° 47. On obtiendrait 
de méme les deux autres en coupant par une sécante passant par 


Pun des points A, ou Aj. 


Transformations birationnelles de la cubique (1) en elle- 
méme. — Signalons encore une conséquence géométrique impor- 
tante de la formule d’addition. Soient (2, Vo); (%, y) et (Li, %4) 
les coordonnées des points de la cubique (1) correspondant res- 
pectivement aux arguments a, u, w+ a. D’aprés la formule 
W@addition, x, et 7, sont des fonctions rationnelles de x et y dont 
les coefficients dépendent eux-mémes rationnellement de 2» et yo, 
soit 


YRS Sa, 5 XL) Yo)- 
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En écrivant uw=(u—-+a)+(—ay), on voit, de méme, que x 
et y sont des fonctions rationnelles de x, et y,, dont la forme est 


évidemment 


i R( 24, Vis Los — Vo), 
(5) 


DAM (ER ey Sain CA =O 


Ceci posé, maintenons fixe le point (2, yo); quand le poimt 
(t,y) décrira la cubique (1), le pomt (a,, y,) défini par (4) 
décrira manifestement laméme courbe; inversement, si (2,, 1) 
décrit (1), le port (x, y) défini par (5) décrit encore la méme 
courbe. On dit que les formules (4) et (5) définissent une trans- 
formation birationnelle de la cubique (1) en elle-méme et lon 
démontre que, sauf pour des valeurs exceptionnelles du rapport 


@ 
O20 O13) 


3: g?, toute transformation birationnelle de la cubique (1) en 
elle-méme est définie par ’une des formules . 


w=Huta 


(cf. Appeny et Goursar, Théorie des fonctions algébriques et de 
leurs intégrales, Paris 1895, p. 295 et 474). 


63. Tangentes menées d’un point de la courbe. -— Menons la 
tangente a la courbe au point dont le paramétre est uw, cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ¢ le parameétre 
de ce point. On a, d’aprés la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 

P+ 2U=INw +2n'wW’. 


On en déduit 


7) 2nw + 2n' wm’ 
Ul -—--+- . 


2. 2; 


Dans cette formule, on peut donner an et n’ toutes les valeurs 
entiéres; mais deux valeurs de wu qui diflérent par des multiples 
de 2 et 2' donnent le méme point de la courbe; il suffit donc 
de donner an et n’ les valeurs 0 et 1 associées de toutes les 
maniéres possibles. On a ainsi les quatre valeurs de wu : 


° 
t 
Sie a et ee 
> 2, D S) 


Done, par un point pris sur la courbe, on peut lui mener, en 
général, quatre tangentes distinctes de la tangente au point consi- 
déré, 
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Points d’inflecion. —- Comme autre applicetion, cherchons 
les points d’inflexion: Si w est le paramétre d’un point d’inflexion, 
la tangente d’inflexion coupe la courbe en trois points confondus 
avec celui-la; il faudra done faire dans (1), 4 des multiples prés 


des périodes, 
pp 
dot 
5 - 2nwW +2n'w’ 


3 

Dans cette formule, on peut donner 47 et n’ toutes les valeurs 
entiéres; mais deux valeurs de w qui différent par des multiples 
de 2 et 2w' donnent le méme point d’inflexion. Il suffit done de 
donner an et n' les valeurs 0, 1 et 2 associées de toutes les 
maniéres possibles. On trouve ainsi neuf points d’inflexion dont 
les paramétres sont donnés par le Tableau suivant, ot wv, ,,, désigne 
la valeur de w correspondant a un choix déterminé des entiers n 


/ 
ON UE AS 
- , / 
2 4w 
uUjo= 9, CO onan 2 Ug 2 oa? 
Shere) 3 
20 20 + 20)’ 20 + 4’ 
U0 a? UO ae isons rag ae 34 D0 S\-ae aaa? 
: 3 ‘ 3 3) 
4w KO) + 20" 4o + 4’ 
@ 20 SS? LO Oe erence erat u2.9 = 3 2 
5 5 5 


Ces points sont trois a trois en ligne droite; la droite, qui joint 
deux quelconques d’entre eux, passe par un troisiéme; on a, par 
exemple, 

uo,o 44 + Ul2,2 = 20 + 20)’, 
¢ 
Le premier point Wo.) est rejeté a linfini dans la direction 


de Oy. 


64. Condition pour que 37 points de la cubique soient sur une 
courbe d’ordre rn. — Cherchons d’abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Von coupe la cubique par une conique 


Awv+ 2Bay + C7?+ 2D4@+ 2bky+F=o0, 
Péquation qui détermine les parameétres des points d’intersection 


sobtient en remplacant g et y par pu et par pu. Le premier 


é 
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membre de cette équation est une fonction doublement périodique 
qui, dans un parallélogramme élémentaire comprenant Vorigine, 
admet zéro comme pole d’ordre 6 et n’admet pas dautre pole; 
V’équation posséde donc six racines (n° 38 et 39) et la somme de 
ces racines est nulle, a des multiples prés des périodes. 

Ainsi la condition nécessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parametres de ces six points 
vérifient Pégalité 

Uy + Ups Us Uy, + Us + Ug = 2NW + 2N wv. 


r 


La condition est suffisante, car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cing premiers points, coupe la cubique en un 
sixiéme point dont le paramétre uj, est congru a Ug. 

On obtiendrait, de méme, la condition pour que 3n points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre n. Cette condition est 


Up at US ep at Ug == 05 


ou, comme dans tout ce qui suit, le signe = indique que légalité 
a lieu @ des multiples de périodes pres. 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnée en 
neuf points qui doivent étre assujettis 4 une condition, puisque, 
par neuf points donnés, il ne passe, en général, qu'une scule 
cubique. Le théoréme précédent exprime cette condition de la 
facon la plus simple. 

Ce théoréme a de trés nombreuses applications géométriques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 

¥ 

Applications, — 1° Lorsque six des neuf points d’intersection 
de deux cubiques appartiennent a une méme conique, les trois 
autres ‘points sont en ligne droite. 

En effet, soient-u,, éa,..., Us’ les parameétres des neuf points 
suivant lesquels la cubique donnée est coupée par une autre 
cubique, ona la condition : 


U,+ Ug--...+ Ug +... bt Uy = 0. 


Supposons que les six premiers points appartiennent a une 
méme conique, on aura cette autre condition 


u;+- U2= 2 st Ug == 0, 
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et Pon déduit de ces deux conditions Végalité / 


uz ++ Ug —+- Uy =O, 


' 


qui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite. 
Le théoréme est donc démontré. : 
2° Si Von-considére une conique variable passant par quatre 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe de la cubique. 
Solent Uy, U2, U3, Uy, Us, Ue les paramétres des six points d’in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 


Posons ) 


U, + Ug = U3 + lly = V5 


v est une constante. La relation qui exprime que les six points 
considérés de la cubique sont sur une conique deyvient 


0 +Us+ Ug=0; 


elle exprime que les points dont les paramétres sont ws, Ug et 9 
sont en ligne droite. Comme ¢ est le paramétre d’un point fixe, la 
proposition se trouve démontrée. 


Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
a des courbes de contact, c’est-a-dire a des courbes qui ont avec la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 


3° Considérons d’abord des coniques trois fois tangentes a la 


cubique; si Von désigne les paramétres des points de contact par 


Wy, Ug, Us on doit avoir : 


2Uy, 2Uy + 243 = WN) +- 2Nn' w’, 
ou bien 
Uy 4= Ue + Ug = ND +N’ &’; 


il suffit de donner a chacun des nombres entiers n et nr’ les valeurs 
deoeti. 


Si Pon prend 
T= 0% =O, 
e 


i 
Végalité exprime que les trois points sont en ligne droite. C’est 
le cas ott la Conique se réduit a une droite double; écartons ce cas; 
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il reste trois familles de coniques correspondant aux relations 


u;,+- U9 U3 = oO, 
Uy + Up + Uz =o’. 


' 
Uy = Up Ug == 16) 7 


On peut done choisir arbitrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d’une famille. Prenons une conique, de la 
premiére famille par exemple; si l’on fait passer une conique par 
les trois points de contact w,, Uz, Us, elle rencontrera encore la 


cubique en trois points uj, uw), uw, et lon aura 


Uy Ug + U3 ui, + uy +u,=2nw+2Nn'wW, 


De cette relation et de la condition déja vérifiée par uy, U2, Us, 


on déduit 
/ y y 
uu; ly + U3 == 105 


et Pon yoit que Ics trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d’une conique trois fois tangente a la cubique appartenant 
a la méme famille. 

4° Cherchons encore les points de la cubique ot la conique oscu- 
latrice a un contact du cinquiéme ordre, ou, ce qui revient au 
méme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le paramétre du point de contact 


6u= 2ANw + 2n'w' 
ou bien 


Chacun des nombres entiers n et n’ peut prendre toutes les va- 
leurs de 0 a 5, ce qui donne 6? = 36 points, 

On trouve parmi ces points les neuf points d’inflexion qu’on 
obtient en considérant les tangentes d’inflexion comme des droites 
doubles, puis 


points de contact de véritables coniques surosculatrices. Ces 
points (appelés points sextactiques) sont six par six sur des 


coniques. 
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!, 
© . . i) ys 
65. Cas particulier ot w et — sont réels. Forme de la courbe. 
; 
Nature de argument donnant des points réels. —— Nous allons 
t 
F ; : : Es o) 4 
maintenant examiner le cas particulier ot: w et => sont réels, de) 


facon a avoir une représentation géométrique des résultats du 
paragraphe précédent. Dans ce cas, la\courbe a pour équation 


Y= 4B — F.L— G3 = h(x — €1)(L— €2)( 4% — €3), 


oli @4, @2, €; sont réels et rangés par ordre de grandeur dé- 
croissante. Pour que y soit réel il faut que x soit compris entre €3 


Fig. 5. 


et é, ou plus grand que e,. On voit immédiatement que la courbe 
est formée dun ovale A;A, et d’une branche infinie A, de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend a devenir paralléle a Oy 
(fig. 5). 

Cherchons quelles valeurs il faut donner a u pour obtenir les 
points réels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner a u des valeurs faisant varier x2 de 
€, a+, c’est-a-dire des valeurs réelles. Puis, pour obtenir les 
points de l’ovale, il faut donner a w des valeurs faisant varier x 
de @3 a és, c’est-a-dire des valeurs de la forme uo’, u étant réel. 
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On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
(x, vy) quand l'argument prend ces deux systémes de valeurs. 

Supposons d’abord w réel; il saffit, a cause de la périodicité, de 
le faire varier de — a—+-w, en remarquant que des valeurs de u 
égales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy- 
métriques par rapport a Ow. Quand wu croit de 0 a w, & décroit 
de +2 ace,, y croit de —% Ao: ona donc la brancheunfinie de 
courbe située au-dessous de Ox et venant aboutir au point Ay: 
dont les coordonnées sont e, eto. Au point A, la langente est pa- 


hepa 4 dx iene dy 
ralléle a Oy puisque pus annule pour “== et que Fa ne 
5) re aan ef 4 
s’annule pas pour cette valeur. Quand w varie de o 4 —w, on 


obtient la branche de courbe symétrique de la précédente par 
rapport & O.r. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnée par des valeurs réelles de argument. 

Supposons maintenant l’argument de la forme w+ ’ et faisons 
varier uw, par valeurs réelles, de 0 4 w; x croit de é3 a e.; y est 
positif, varie d’une maniére continue et part de zéro pour revenir 
a zéro. On a donc la branche de courbe située au-dessus de Ox 
et allant du point A; (e3, 0) au point A, (é, 0); les tangentes 
en A, et A, sont paralléles 4 Oy. L’argument étant toujours de 
la forme u + w!, en faisant varier u par valeurs réelles de 0a — o, 
on obtient le deuxiéme are de lovale symétrique du premier par 
rapport a Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme w+’, u réel. 


Tangentes paralléles ad Ox. Signe de p'u. —Comme on a 
r iY x 
Y =p 4u, les valeurs de uw correspondant aux points ot la tangente 


: BET Visits A Y : A : dy : 
est paralléle a Ox sont racines de Péquation a=? ou p'u=o. La 


fonction pw, qui est paire et d’ordre 4, a, dans un parallélogramme, 

quatre zéros deux a deux égaux et de signes contraires. I y adone 

sur la courbe quatre points ot la tangente est paralléle 4 Ox. 

Deux points, les points B, et B, sont seuls réels ; en effet, les 
dy 


abscisses de ces points sont racines de l’équation Gg = 9 OU, d’a- 


asta al (OFS * E , ¢ 

pres Péquation de la courbe, 1272 — gy = 0. Cette équation, dont 
le premier membre est la dérivée du polynome 423 a Pon Ling 
aune racine « entre e; et @, et une autre 8 entre @5 et €3 5, cette 
derniére seule donne des points réels B, et By. 


\ 


See 
= 
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Lidentité 2 p’u = 12 p?u ee = 12%7 — g» donne le signe de 
p’u. Sur la branche infinie, x >, p’u est positif. Pour lovale, 
sur l’arc B, A, By, p’u est négauf, car % est alors compris entre 
les deux racines a et 8 de 12%2— @; sur l’arc B,A;By, p’u est 
positif, car x est inférieur a (3. 


Tangentes menées par un point de paramétre v. — Nous 
avons yu que les quatre points de contact correspondent aux Va- 
leurs du paramétre 


° ° ” : 9 2 
rare) = She, Gs yt Oi. =— = =e, 
2. 2 2 3, 


On peut donc, par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en général distinctes de la tangente au point considéré, 

Lorsque ¢ est réel, pour deux des points de contact argument 
est réel; pour les deux autres il est de la forme w’+-u,, u, étant 
réel. Donc, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 
quatre tangentes sont réelles : deux des points de contact sont sur 
Vovale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque ¢ est de 
la forme w’+¢,, », étant réel, on a 


Les arguments des points de contact ne sont ni réels, ni de la 
forme w’ + u;, uy, étant réel (a des périodes prés). Par un point P 
pris sur Povale on ne peut pas mener a la courbe une tangente 


réelle. cS 


Points d@inflexion. — Nous ayons trouyé plus haut neuf va- 
leurs du paramétre donnant les neuf points d’inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs seulement 


20 4w 

are” Laiaeres 

d o 
sont réelles; elles donnent trois points d’inflexion réels situés sur 
la branche infinie, le premier a l’infini, les deux autres aux points 
I, et I, symétriques par rapport 4 Ow. Ces trois points sont en 


ligne droite. 
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66. Dégénérescence. Cas d’un point double. — Supposons le 
discriminant 93 — 27 gi nul. La cubique a alors un point double. 


Une des périodes 2! est infinie (n° 23, 37 et 47) et pu se réduita 


1? m2 1 
LES Pll) wo, 2) =— t ; 
Pt | er 22) 1202 Lee She ee ig The 
sin? 
2 UD 
? . ! 
ou 
‘ 
TW 
cos — 
( | ) 3 Ww 
=D)D(a|woO, o)>— = G 
Ae " OE te Sa) 
3 a= 
» WwW 


La condition nécessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs u,, Uy, U3; du paramétre soient en 
hene droite est alors 


U; + Ug + U3 = 27NDw), 


ot nest un entier. C'est ce qu'il est aisé de vérifier. En effet, les 
valeurs de uw correspondant aux trois points d’intersection de la 
cubique avec la droite Ax -+By-+-C—o sont alors racines de 
Péquation 

Apu+ Bp'u+G=0 - * 


ou, en désignant par a, b, ¢ d’autres constantes, 


équation du troisiéme degré en 


TU 
¢t = cot — 5 
2.0) 


ai+@)+6t1+0)+ce=o., 
. . x‘ , b 
La somme des produits des racines deux a deux étant 1, on a, 
Uaprés la formule donnant la cotangente d’une somme, ; 


COt — (Ujrr, Up tt) == 
dou 


™ . 
— (+ Unt U3 =ne 
2W 


’ 
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ce qui est bien la relation indiquée. Actuellement il n’y a plus que 
trois points d’inflexion; car en faisant uw, = u,—=u;—=Uu, ona 


SL DTI 
dott trois valeurs donnant des points distincts 


U0; u = —, a 


3 


; / 
' ” 20 i (me) 
3 


Ces points sont en ligne droite, car 


Ue — 9G). 


Cas dun point de rebroussement, — Si gs = &; = 0, la cu= 
é oO ’ 


bique devient 


elle a un rebroussement. Comme on a A =o = gy, il résulte des 


n°’ 47 et 37 que les deux périodes w et w! sont infinies; et lon a 
(n° 23) : 7 
2 


1 t 
eee ee oa BASE Sac aa 


. 


Les trois valeurs de u correspondant a trois points en hi 


gne 
droite vérifient alors la relation 
Uy+ Ug+ U3= 0; 
en effet, elles sont racines dune équation de la forme 
wd a 
—+—+b=0 
us u2 , 
qui, rendue entiére, ne contient pas de terme en w?. 
Il n’y a plus qu’un point d’inflexion, car en faisant 
yaat | i ) 
Uy = Ug U3 — Uy, 
ona 
Ooo" 
Ce point d’inflexion est d’ailleurs rejeté a Vinfini. 
67. Rectification de la lemniscate. — Soit une lemniscate ayant 
J 


pour équalion en coordonnées polaires 
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Leare OM =s (fig. 6), compté a partir du point double ot r 
est nul, est donné par les formules 


see Vira ee 


vir 


she 2dr 
Gi) gees 
voor 


il vient 


on a done une intégrale de la forme 


ue 23 Oo SS 
V4 512° 53 


avec £o=1, g3 =o. On en conclut 
T 


Zi DIGS itn) N= oa 


On a ainsi une représentation géométrique de la fonction 
, 9 
p(s; 1,0) pour les valeurs réelles de argument. 


: I i} 
Actuellement, les racines @,, @2, @3 sont =1 0 et re Les ex- 


! — 1 
Vee Vz, \/2+, 
Veeco 

is 


V2 sin 6 i V2.cos 0 
eyes Cae as roa 


r r r 


pressions 


c’est-a-dire 

1 
Linx} } 
3 


ou encore 
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sont des fonctions uniformes de s exprimées par les quotients 


os O'S 
’ , ks 
os os os 


On a ainsi une représentalion géométrique de ces trois fonctions 
pour le cas 99 =1, g3 =0. 
La demi-période réelle est donnée par 
i 
2 az ait tp 1s dz 
e, V4si— ges— es 4 Vhat— 
; 2 


oO = 


/ 
{ 


Elle est égale au quart de la longueur totale de la lemniscate, car 
en revenant a la variable r, ona 


Be 2dr 
@ == ————_ 9 
Lar) V4 — 


ce qui est la longueur de arc OA. 


Il. — PenpuLe seHERIQUE. CORPS PESANT DE. REVOLUTION. 
ELASTIQUE GAUCHE. ; 


68. Pendule sphérique ('). 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphére fixe. 


Le pendule sphérique est constitué 


Prenons pour origine le centre de la sphére et pour axe des z une 
verucale dirigée vers le haut. En coordonnées semipolaires Péqua- 


tion de la sphére est 
Tea Brio 


en désignant par / la longueur du pendule. Le mobile est soumis 
4 Paction de deux forces, son poids et la réaction normale de la 
sphére; le théoréme des forces vives donne done 


vP=—ogze+h. 
De plus, les deux forces étant dans un méme plan avec l’axe des z, 
on peut appliquer le principe des aires a la projection du mouye- 


ment sur le plan zOy : 


& T 


(1) Voir aussi P. Appett, Zraité de Mécanique rationnelle, t. 1. 
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© désignant l’angle polaire. Ces trois équations déterminent s, 7 
‘ 
el b en fonction de ¢. 

Cherchons d’abord 4 déterminer ¢: il faudra pour cela éliminer 7 


el vb. L’équation des forces vives peut s’éerire 


dr? + r2.dv2+ dz? 


de =—27g6 +h. 
De léquation de la sphére, on tire r= 2— 5; d’autre part, 
Péquation des aires donne 
C dt Cat 
dy = ; SO 
r r2 (22k 72 


Portant ces expressions dans l’équation des forces vives, on a une 


équation de la forme 


By hc Nas 
(1) “(F) = (4), 


ou o(2) désigne le polynome du troisiéme degré 
o(%) = (h—2¢2)(2— 27) — GC, 


On en déduit le temps ¢ et angle 4 en fonction de z par des 
intégrales elliptiques. 
dz 


Pour que a soit réel, il faut que o(z) soit positif. Ce polynome 


a ses racines réelles : en effet, appelons so la valeur initiale de z et 

substituons dans o(z) la suite des nombres +-«, /, 39, — ¢; nous 

trouverons, pour les résultats des substitutions, les signes +-, —, 

+, —, car z9 rend évidemment o(,) positif, la valeur initiale 
as, , . ; 

de 7; fbant réelle. Il y a done une racine 3, de o(3) entre + 0 et J, 

une autre Z, entre /et zy, une troisiéme 23 entre Zy et — /. Ainsi 


les nombres de la suite 


sont rangés par ordre de grandeur décroissante. La variable z par- 
tant de z9 ne peut varier que dans V’intervalle z.33; (nous avons 
supposé implicitement 9(3,) 4 0, ce qui, évidemment, n’implique 


aucune restriction ). 


Y > A . 
Calcul de s. — La coordonnée z est donnée en fonction de ¢ 


o 
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' Ws ae Ds aes 5 dz\* 7a ae . A 7 
par | équation (1) d apres laquelle [? (S) est égal a un poly nome 


o(<) du troisiéme degré en zs. Pour en tirer = par une fonction 
elliptique de ¢, nous commencerons par faire un changement 
linéaire de variable de la forme 


—~ 
i) 


z=Ms-+N, 


oti s désigne la nouvelle inconnue et M et N deux constantes, telles 
f . 
que l’équation (1) prenne la forme 


ds \2 
(Ga) <4 — Hae 
« 


Par la substitution (2) Péquation (1) deyient 


— 
(Se) 
SS 


64) (o)= e(4) _ 9(Ms+N)_ 


(a) = see NEVE 
Pour identifier avec la forme (3), il faut égaler a 4 le coefficient 
de s* et A o celui de s? dans le deuxiéme membre. On a ainsi 


2 2 h 
4 M = = IN . 
(5) : gree Ge 


L’équation prend alors la forme (3) a condition d’attribuer aux 
constantes 2» et g3; des valeurs convenablement choisies. 

Comme le polynome o() a trois racines réelles 2, > 22> 23, le 
polynome transformé . 


o(Ms +N) 


Mier. st eee OR 
a trois racines réelles @,, e2, @3 : 
2 


(6) \ = ——— 


et Von a €; > @y > e;, car M est posituf. 
Construisons alors la fonction pu avec les invariants 2» et 233 
cette fonction yérifie équation 


\ 


— o(Mpu+N) 


i) SS are = EO 
prw=4p?u— Sopu — B; ENE 


Si done on pose 


Sa s=Mpu+N, ~ 
APPELL ET LACOUR. 7 
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uw élant regardé comme fonction du temps ¢, Péquation (4) devient 


‘yy (gue 2 / 3 
Dee a NG Oo Uh Ua a 
\ 


Vor 


On peut toujours prendre le signe +, car pu etant paire, on 


peut changer le signe de uw. On a alors 
u=t-+ const. 
Cherchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
: : J * 
la valeur trouvée pour M est positive, la relation 
| | ’ 
2=Mpu+N 
montre que s = pw varie dans le méme sens que s. Done quand 3 
décroit de 3, a 33, pu décroit de e, 4 e3;, u—w' est done réel et 


Yona 
u=t+w’, 


si l'on compte le temps a partir de Vinstant ou z= 23. 
La demi-période réelle w est le temps que met za varier de 3. 


NS. 
Calcul de 4. —L’angle ¥ est défini par Péquation différentielle 
Cat 
dy = 5» : 


que nous éerirons, en remarquant que dt = du, 


dy = SO" (_ I us 1 )- 
B - e+ 1 


Dans cette équation, il faut remplacer s par sa valeur 
s=Mpu+N,; 
le coefficient de du est alors une fonction elliptique de uw que 
nous allons décomposer en éléments simples, de facon a pouvoir 


intégrer. 
Considérons deux arguments @ et b définis par les relations 


(7) i=Mpa+N, —l=Mpbd+N, 
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{ 


ces arguments sont de la forme w—--c¢’ et ¢t” (n° 59, 2° et 4°); 


; als 


ne sont définis qu’aux signes prés} nous verrons plus loin comment 
il convient de choisir leurs signes. Alors l’expression de d¥ 


devient 
Cdu I f 
di = ab 
Y vir ag * sw)? 


ot il reste A donner une forme simple au coefficient 


C 
aM 2. 


Pour cela remarquons que le polynome 


9(3)  o(Mpuw+N) 
M272 M222 


se réduit & — us our ¢<—let z= /, c’est-a-dire pour u =a 
s P Mp pour s= let s= —/, cest-a- ean a) 


el w= 0; comme on a identiquement 


o(Mpu+ N) 
M202 


a 50) 9h 


by 


on trouve, en faisant successivement u =a et u=— d, 


Nous prendrons, en extrayant les racines, 


tC 
pa=pb=— M?? 
ce ee peut toujours faire, car jusqu’a présent les signes de a 
et b wé tarent pas AGronnes: nous les déterminerons par le choix 


de signes que nous venons de faire pour p’a et pb. 
‘On peut done écrire 


Fike us ° pb yp a 
a7 eae pu—pb -pu—pa 


ia décomposition du second membre en éléments simples se fait 
en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 : 


bI—-$ = C(u+a)—C(u—a) —2Ca, 


du , 
—t(u+b)4+C(u— b)+ 2C6. 


En intégrant et en remontant des logarithmes aux nombres, on 


Univ. of Arizona Library 
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trouve 


a ~~) Pay, 
ey — 2 sd (u woe = ( i b ) e2u(lb—a), 
St — @ aout 0) 


La constante d’intégration — E? se détermine par les conditions 
initiales. 


L’angle v est ainsi exprimé en fonction du temps. 


Expressions de x ety. —Ona 
. -) ~ ite 
Br aaa I lb c(u+a) F(u—b) oultb—La) 
r—iy s(u—a)o(u+6) 


D’autre part, @aprés l’équation de la sphere, 


(a+ iy)(x#—ty)=(l—3)(l +2) =— M?(pu — pa)(pu— pb), 
: : ,7(u+ays(u—a) g(u+ bjs(u—b) 
ferdeia) Cele a eet ai s2UuS2 a S2us2b 
er 


apes , i le ; vty 
En multipliant membre a membre les égalités qui donnent Se 
et (%-+ty)(x# — zy) on obtient (4+ ty)? : 


Siw -—H2b.)1S te —= 0) 
(4 


TACOS? U 


v+iy= EM 


IER 
wCb—sa) - 


on en conclut 


u +b) 
2u 


Ox ( vp _y 
= e—(sb—fa) ‘ 
/ i Fac bs: 
Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des éléments 


elliptiques, valeur qui peut s’obtenir en retranchant membre a 
membre les égalités ; 


2 


l=Mpa+N, —l=Mpb+N; 
on aura é 
Bw o2 2 
is Se eacorashaeae 
pa—pb t(a+ b)s(a— b) 
et il viendra : 
eg ye Sag GOERS Et Noss Cleats COLNE Ry paca 
i J(a+b)s(a—b) o2U ; 
is pe ‘ 20a56 CRUE ONS OE 
 s(a+6)7(a—b) ou 


On a ainsi 2, y, = exprimés en fonctions uniformes de ¢. Quand 
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¢ augmente de 2, z reprend la méme valeur, et langle polaire 4 


‘ 


augmente d’une certaine constante. 


69. Corps pesant de révolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension O, pour axes 
hiés au corps Paxe de révolution O z et deux axes perpendiculaires, 
pour axes fixes la verticale ascendante Oz, et deux axes perpendi- 
culaires. On démontre en Mécanique (') que les angles d’Euler 4, 
9, ¥, qui définissent la position des axes liés au corps par rapport 
aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par les formules 
suivantes. D’abord, en posant cos§ = s, ona 


dz\? 
(1) — } =(%—ms)(1— 3?) — (8 —ns P= f(s) 
( at ) )¢ y ( 2 fi ’ 
oti m, n, a, & désignent des constantes, dont la premiére m est 


positive, de sorte que /( =) est un polynome de troisiéme degré. 
On a ensuite 


dy ee pis 
( 2") a 

dt 1— 22 
(3) de dv P=—nz 
ey Cam 0 “a2 : 


dt 


ry désignant une autre constante. 

Hl s’agit de tirer de ces équations §, 9, § en fonction du temps. 
Les caleuls, comme on va le voir, présentent une grande analogie 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sphérique. 
Cette analogie peut aller jusqu’a Videntité, car, dans le cas particu- 
lier ot le corps pesant de révolution se réduit a un seul point maté- 
riel, 1 constitue un pendule sphérique. 

Le polynome f(z) est négatif pour les valeurs —«, —J et +1 


1 


de s, tandis quil est positif (ou nul) pour la valeur initiale <9 de s 


P ‘ ‘ GEE : 
qui rend nécessairement a réel et pour+-x. Il a done ses trois 
C 


racines Z,;, Z2, 33 réelles et comprises respectivement. dans les 
intervalles (+- 0, +-1),(+-1, 3») et (39, —1). 


Calcul de z. — Commencons par faire un changement linéaire 
de variable 
s=NMs +N, 


(') Voir P. AprELL, Zraité de Mecanique, t. Il. 
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ot. M et N sont des constantes choisies de telle facon que l’équation 


en s prenne la forme 
ds\2 
(4) (5) = 433 — gos — 83. 


Par ce changement l’équation (1) devient 


ds \2 (Ms+N) 
(eas (G)=4 . . 


dt M2 


/ 


On déterminera les coefficients M et N de facon a rendre égal 
a 4 le coefficient de s3 et a o celui de s?; aprés cette détermina- 


, 


tion, qui donne pour M la valeur positive M = = on pourra 
écrire 

(MsacN) > 
(6) J(Ms + N) i $83 — 825 — 83, 


Me 


i condition de donner aux invauiants 2 et 23 les valeurs qui rendent 
le premier membre identique au deuxiéme. : 

Les racines du polynome f(z) étant, par ordre de grandeurs 
décroissantes, Z,, 2, 23, celles du polynome transformé en s seront 


N 
Mi! jae ees” a 


z,—N z3—N 33 


Maat anaes 


Ves 


Pour que f(z) soit positif il faut que s partant de <9 varie 
entre 3, et 33; done s devra varier entre és et é€3. 

Si lon construit la fonction pw aux invariants gy et 23, cette 
fonction vérifiera equation 


f(Mpu+N) 


(7) Det mE =4piu— gopu— g3. 


Nous poserons alors s = pwen regardant vw comme une fonction 
d- : ~ : 
de ¢, et l équation (5) deviendra 


4 2 
p? u du = gpru — Popul — 3 
dt = O3) 


(3 <8 du. 
ES) rea SET 


ow nous prenons +1, car, pu étant paire, on peut toujours 


c’est-a-dire 
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changer u de signe. On a alors 
-u =t+ const., 
et, comme s = pu doit rester compris entre é2 et @;, u— w’ doit 


étre réel. Nous ferons 


(8) u=t+u’; 
alors pour jae 0, US w', Pu = C3, += 4. 
Le temps est done compté a partir, d’un instant ott = = sy. 


En résumé, nous avons exprimé s en fonction uniforme du temy)s 


par la formule 
© T fi 
a=Mpu+tN, . wet+o. 


La demi-période w est le temps que met z a varier de 3; a 22 et 


inversement. 


Calcul de. — Ona 


Remplacant, dans cette expression, s par sa valeur 
s=Mpu+N, 


et dt par du, on est ramené, pour avoir 4, a intégrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette intégration il faut décomposer la fone- 
tion elliptique du second membre en éléments simples. Pour 


cela, déterminons deux arguments constants @ et & par les condi- 


tions que pour-uw=a, z devienne égal a1 et pour u=b, 3 
devienne égal a — 1: 

. (| Mpa+N=t1, 

my 3 | Mpd-+N=—14. 


Ces arguments, de la forme wit’ et tt’, sont déterminés aux 
signes prés par ces deux équations, si l’on regarde comme équiva- 
lentes deux valeurs de a ou deux valeurs de 6 ne différant que par 
des multiples des périodes. On aura alors 

dy I ( p+ n B—n ) 


du 2M pu— pb. pu — pa 


Bin B—n 
Me Son 


Les rapports s’expriment d’une maniére simple a 
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aide de a et b. Remarquons pour cela que le polynome f(z) se 
réduit 4:— ($—n)? pour s=1 et a —(8-+7)? pour 3='—1. 
Done la fonction f(Mpu +N) se réduit a — (8 — nr)? pouru =a 
et a —(8+-n)? pour u = b. Mais comme on a identiquement 

mf EAM PUN) 


A eae Tease 


on a, en faisant successivement u—aetu=)b, 


(Ore Spade 5: (8+ nj? 


a : fs p?2b=— 
: Me fs 


. * 
En extrayant les racines, nous prendrons 


+n 
M 


~ 
= 
mee) 


( Ose > 


en choisissant convenablement les signes de a et b qui Jusqu ici 
étaient restés indéterminés. Nous aurons alors 


es Ch Se pb pa 
A ie tte pu—pa 


. 


Lintégration s’effectue comme dans le cas du pendule sphé- 
rique. 


Si Pon appelle «", 8", y" les cosinus des angles que fait axe Os 
du corps avec les axes fixes O.r,, Oy,, O5,, ona . 
Wh ere. q” 2 BNP s?— 1]; 


? 


de plus z” et 6" sont les coordonnées x, et y, du point situé sur 
Yaxe du corps a une distance 1 du point O; en appliquant une 
méthode identique a celle que nous avons suivie pour calculer x 
et _y dans le pendule sphérique, avec ce seul changement que, 
actuellement, ¢ se trouve remplacé par 1, on trouve 


: : 15 a50b oF SAR 
gio ey -E aes Ghats aS (et Dera, 
g(a+b)s(a—b) ctu ey 
: Ul 25a5b Wha ODay 
aay reas 5 as a ( ) (UO) on che ey 
E ¢(a+b)s(a— b) oy At 
avec 


ie 
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Calcul de». — Ona 


do ds B—nz 
4— =))> 2 . 


dt I— 32 


Décomposant le second membre en fractions simples, il vient 


Remplacant z par M pu + N et introduisant comme tout al’heure 
les arguments a et b, ona 


do I ec po ) 
Sly — n+ | 5 = : 5 
du 2t\pu—pa pu—pb 


d’oti, en décomposant en éléments simples, 
b) } 


.do : . 
at = 21(r9—n) + (u—a)—C(ut+a)+2ba 
a 


+ Cu—b)—2(u+ 6)+ 226, 


el en intégrant 
G(u—a)o(u— b) 
c(u+a)c(u+ b) 


E2XO—2i (1 y~—n)u — 


e2(Sa+Zh) ; 


la constante C se détermine en écrivant, par exemple, que 9 est 
nul pour tf = 0, c’est-a-dire u = w’, 


70. La courbe élastique gauche ('). — Il s’agit de trouver la 
figure d’équilibre d’une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise a l’action de forces appliquées seulement a ses 
extrémités. 

Sil’on choisit convenablement les axes de coordonnées, on trouve 
pour définir la courbe cherchée les équations différentielles 


oli ape , Q 
BIO TE) Bi = Gg 


yar io ay = be! +E By, 
(1) 


I By = yo a a2’ Eee ”; 


? 


dans lesquelles x’, v’, 3', 2", vy", =" désignent les dérivées par rap- 


(') Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 93; 
OL uvres, t, II, Paris, 1912, p. 361; et une Note de J. Bertrand dans la Meéca- 
nique analytique de LAGRANGE (édition publice par G. Darboux, t. I, p. 460). 
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port a Vare s des coordonnées x, y, = et %, 3, y des constantes dont 
les deux premiéres sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre a membre les équations précédentes apres 
avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles respectivement 
par x’, y’, <'; en tenant compte de la relation 


art y/2+ ZT, 
nous trouvons 


(2) at B(ye’—ry')+ys'=0 

et en diflérentiant le premier membre par rapporta s 
le P 

(3) B( yx" — vy") ys"=0. 

Multiplions maintenant par x# les deux membres de la premiére 
équation différentielle, par y les deux membres de la deuxiéme et 
ajoutons, il vient 

a (ay'’— ya’) — 3 (xy"— ya") Salva yy’), 
Eas a, ' I y " > 
et, si l'on remplace xy'— yx! et ry’— yx" par leurs valeurs en 
fonction de z' etde =’ tirées des équations (2) et (3) : 


u / 
a"(a+73')— 2 y2"=28(arr'+ yy’), 


ou encore 
Bl wat yy’) = 3". 


En intégrant et en désignant par ¢ une nouvelle constante, 
B(a2+ y?) = 2(s'— 8). 


Ainsi, des équations différentielles données (1), nous pouvons 


déduire le systéme suivant : 


Bley’ — ya") =atys’, 
Baa’ + yy’)=-2 


B(at+y2) =9o(s'’— 8). 


Servons-nous maintenant de Videntité 


(wal yy!) (ya! — wy!) = (a+ y?) (w+ y’2), 


nous obliendrons, pour déterminer 3’, Péquation différenticlle 


dz'\? ; ‘ - 
) = 28(1— 5) (s’— 8) —(a+ ys’). 


i 
<a 
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Dans le cas particulier ot y = 0, cette équation différentielle a, 
au signe de z’ prés, la méme forme que celle qui s’est présentée a 
propos du pendule sphérique et s’intégre de la méme maniére. 

Si y 40, l’équation différentielle ne différe de celle qui donne 
_s== cos, dans le mouyement d’un corps grave de révolution, que 
par le signe de zs’; la méthode suivie dans ce dernier cas s’applique 
done sans difficulté au cas de Vélastique gauche et l’on pourrait 
WVailleurs mettre les problémes en équation de maniére aaboutir a 
des équations différentielles identuques. 

D’aprés un théoréme dé a Kirchhoff, axe du pendule sphérique 
ou dune toupie dont la pointe est fixe reste toujours paralléle a la 
tangente a une courbe élastique gauche, le point de contact de la 
tangente décrivant la courbe avec une vitesse constante ('). 
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1. Déterminer les paramétres des points de contact des’ tangentes 
menées a la cubique z=pu, y=p'u par le sommet A, de la branche 
.infinie (» et w’ réels). 

En conclure que, Ox étant supposé horizontal, si l’on considére le point 
le plus haut de l’ovale on peut prendre pour paramétre de ce point unc 
quantité de la forme a +o’, a étant une quantité réelle comprise entre o 

12) 
et 

2 

(1 suffit pour le voir de prendre un argument u+ w’, de faire varier u 

Pas) o ; “ i 
deoa set de remarquer que Srene correspond a une tangente menée du 


sommet Ai.) 
2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menées a la cubique 


par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se 
déplace sur la cubique. 


(1) Votr GreenuILt, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad. 
par Griess, Paris 1895, p. 318-320; H. Poincant, Lecons sur la Théorie de l’Elas- 
ticité, p. 201; L. Lecornu, Cours de Mécanique, t. Il, Paris 1915, p. 397. 
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(On peut obtenir ce rapport anbarmonique en fonction des coordonnées 
du point P et des coordonnées des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnées a l’aide des paramétres elliptiques correspondants 
et l’on applique la formule de exemple 2, p. 63; cf. aussi n° 117.) 


3. Si l'on appelle points correspondants d’une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donné et, en désignant par u le parametre 
du point donné, on peut prendre comme parametres des points correspon- 


dants 
U+o, Utw, UW+W; 


chacune des demi-périodes définit un des trois systémes de correspondance. 

Si lon considére deux couples de points correspondants du méme sys- 
téme: A, A’ d’une part, B, B’ d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A’B’ ou AB’, BA’ se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le méme sys- 
téeme, 


4. Sur la cubique définie par les équations 
eves Ho)tls y= pus 


on prend deux points dont les paramétres différent d’une constante 9; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixiéme classe. 
Dans le cas particulier ot ¢ a l’une des valeurs 


' , 
Oa Olas et ee 


lenveloppe est une courbe de troisiéme classe (qui se présente ici comme 
comptée deux fois). 

(Dans VPéquation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnées courantes par les coordonnées a, yo d'un point Po; l’équation 
en uw ainsi obtenue a six racines dans un parallélogramme élémentaire. 
Dans le cas particulier ol » = » par exemple, l’équation en wu ne change 
pas quand on change uw en u+ w.) 


Remarque. — La cubique donnée peut étre regardée comme la hessienne 
d’une autre cubique C et cela de trois maniéres différentes: les courbes 
de troisiéme classe qui viennent d’étre définies sont les cayleyennes des 
trois cubiques C. On pourra consulter a ce sujet CLeBscH (LINDEMANN), 
Lecons sur la Géomeétrie (traduction Benoist), t. I, Paris, 1880, p. 381. 


5. Si deux systemes de trois droites ont huit de leurs neuf points d'in- 
tersection sur une cubique, le neuviéme point d’intersection est aussi sur 
Ja cubique. 

(Cette proposition peut se vérifier directement a l’aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite; elle peut aussi se déduiro d’un 
théoréme démontré n° 64.) 
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Si Von appelle tangentiel d'un point m dune cubique le point ot la 
tangente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points 
en ligne droite sont en ligne droite. 


La droite qui joint deux points d'inflexion va passer par un troisiéme 


point d’inflexion (on remarque qu'un point d’inflexion se confond avec 
son tangentiel). 


6. Déterminer les points d’inflexion de la cubique 
BNO Y= peu, 


en étudiant la variation du coefficient angulaice de la tangente. 
[On trouve pour les déterminer ]’équation 


pup”u—(p'uy=o 


Ou, en posant w = pu, l’équation 


S@) = x— t gs? 250 — et (; 2) = (a) 
Seas ok PENG sis ; 
dont la dérivée est 
Sf (2) =48 = 2 — $3=. 
Si 2 et #3 sont réels, cette équation a deux racines réelles et deux racines 
imaginaires conjuguées. Ces racines sont 


20) 20! 2W 20! RN DONS 
Drier? Piast, EIS 6) ON ere Nam ere Ed) Na rpe ae  ereea 


si on les désigne par a, 6, c, d, elles vérifient la relation 


28 =(a— b)?(e—d)?+(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)=0 


) 


qui s’obtient en appliquant les formules (7) et (9) page 67 (S est un inva- 
riant de l’équation).| 


7. Etant donnés trois points P, Q, R sur une cubique, déterminer un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cdtés 
passent respectivement par les points donnés P, Q, R. 

(il y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de l’un des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. ) 


8. Si ’on considére une conique ayant deux fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point dinflexion. é 

9. Si lon considére Pune des trois tangentes menées d’un point d’in- 
flexion, le point de contact est tel quil existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquiéme ordre (six points confondus), 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 
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10. On méne la tangente a une cubique en un point Po; soit P; le point 
of cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On méne la tangente 
en P,, soit Py le point ot cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On détermine ainsi une suite de points 


Pose teeta eee aaskar, 


dont chacun est le tangentiel du précédent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotés. 

[On écrit la relation qui existe entre les paramétres de deux sommets 
consécutifs et l'on exprime que P, coincide avec Py; on trouve que le para- 
métre de Py doit satisfaire a la condition 


2m + 2nw’ 


OY eS 
(Cast eo at 


mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une détermi- 
nation des entiers 7m et n a bien r cotés. 
Par exemple, pour 7 = 3, on trouve parmi les solutions les tangentes 


dinflexion comptées trois fois. | 


C—O 


CHAPITRE IV. 


ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 


I. — FoncTions DE JAcoBI. 


71. Objet du Chapitre. — Les séries et produits a double entrée 
employés pour définir les éléments ¢, C, p, Z, H a Vaide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent étre 
remplacés, aussi bien dans la notation de Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des séries a simple entrée beaucoup plus rapi- 
dement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
@ailleurs montré comment on passe d’un systéme de notations a 
Pautre, en donnant la relation entre les fonctions Il et ¢ (n° 21). 


s 
. a rey . =) (9) 
72. ‘Périodes. — Nous avons déja dit (n° 17) que le rapport — 
y) 
des deux périodes doit étre imaginaire, sans quoi le résedu des 
parallélogrammes n’existerait pas. On peut toujours changer le 
signe de w ou de w’, car une fonction admettant pour périodes 20 
et 2w’ admet aussi pour périodes — 2 et 2w! par exemple. Nous 
pouvons done choisir les signes des périodes de facon que dans le 
wy! ave F : hee i ; ; 
rapport — le coefficient de t soit posttif; c’est la ce que nous 
ia) 
supposerons toujours. Jacobi désigne les périodes par 2K et 27h’; 
ey ay - y a a3 
dans le cas particulier o& K et K’ sont réels, le rapport re doit 
étre positif. Nous pourrons employer tantot Pune tantot l’autre 
maniére de désigner les périodes : on se rappellera que 
@ ==: Ores KE 
‘Si, dans le cas général, on pose 


TOT TK 


Tet: CHAPITRE IV. 
le nombre g a un module plus petit que UVunité, car la partie 


, wt ; ; 
réelle de ’exposant —— est négative. 


103) 


73. Développement en série simple de la fonction Z( uw). Valeur 
de ¢. — La fonction 
H’(u) 


LCs H(u)’ 


construite, comme nous lavons expliqué (n? 21), avec les 
périodes 2m et 2w', a pour poles simples de résidu +1 tous les 


points 
u=2mo+2nw, 


ol m etn prennent toutes les valeurs enuéres positives, négatives 
et nulles. 

Nous allons construire cette fonction d’une autre maniére, en 
formant, a l'aide d’une série de cotangentes, une fonction ayant 
les mémes poles et les mémes résidus que Z. Le poimt de départ de 
la méthode réside dans ce fait que la fonction 


Te 


a 
cot —(u— 2nw’') + const., 
2W 2W 


ou nr est un entier déterminé, a pour poles simples de résidu +1 
tous les points 

u—2nw' =2mMw 
ou 


uU=2MoH+2Nw’ Cie SE ity See sizico))! 


pteeg 


Considérons la fonction 


(u ano!) — i], 


ot n désigne un entier positif; elle admet comme poles simples, 
avec le résidu +-1, tous les points 


u = 2nw' + 2m (CORSO Belin SRD 


ae ey 


Cette fonction peut s’écrire 


T Sd Me 
cos —— (u — 2nw') —Tsin (u—2nw') 
. Tk 2 0) 20 
U,= 
209 A x ! 
SMU eG) ) 
20) 
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TOT 


ou, en introduisant la quantité ¢g=e® , 


g 20 Wn i WO 72n 
U in e gq Oe 6e g 
OTS aS eeatte: Ti nse Ti . 


er qn — e 2W 


q” eve gz” 


Or, uw étant donné, on peut toujours choisir un entier ny de telle 
sorte qu’on ait 


_ mu 
qr e w | a ue 
2) 
are) 
5 \ Tey oa 
pour nz >. Tl résulte de la que la série > U, est absolument 
r=1 


convergente, a la facon d’une progression géométrique de 
raison q?; de plus, la série est uniformément conyergente 
pour |g|Sq (qi étant un nombre positif inférieur a 1) et 


uw - 
pour | borné. 


Considérons de méme, en supposant maintenant 2 entier et 
négatif, la fonction 


Tw Tv 
Vp = — | cot — (u—a2anw') +1]; 

iene, 20 ( ) d 
elle admet comme poles, avec le résidu +-1, tous les points 


uU=2Nw'’+2mw (70S Overt B ag steOnny 


on peut l’écrire 


et l’on voit que la série 


est absolument et uniformément convergente dans les mémes 
conditions que la précédente. 


APPELL ET LACOUR. 8 
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Nous allons vérifier que la fonction 


+@ 
T TU Ve ™ ; 
®(u) = — cot — + col —(u—»2nw')—t 
20 20 dad 2.0) 20 
R= 
— 00 
T ™ = E 
ai cot—(u—2nw )+1 
20) 20 
n=— 


est identique a Z(w). 

D’abord cette fonction ®(w) est impaire comme Z(uw); on le 
vérifie immédiatement en écrivant la série qui donne ®(— w) : 
cette série est égale 4 —@®(w). La fonction ®(w) a les mémes 
poles et les mémes résidus que Z(w). Elle satisfait aux relations 

P(u+ 2H )= P(u), 


ne 


&(u+2w') = O(u) — 7 


La premiére de ces relations est évidente, car chaque cotangente 
admet la période 2w; la deuxiéme se trouve en formant la diffé- 


rence 
P(u+ 2w')— O(u) 


et remarquant que, dans la différence des deux séries, les termes 
se détruisent deux a deux sauf deux termes = 
Considérons alors la fonction 
Wu) = &(u)—Z(u). 
Cette fonction est holomorphe en tous les points 4 distance finie, 
car, dans le voisinage d’un point 


uU=2MwH+2Nw', 
ona 
I 


Wh) = ; + fonction holomorphe, 


U — 2:1) —— 2 140) 


z I : 
Z(u) = ————————. + fonction holomorphe, 
UD IEG OTE 


et, en retranchant, on yoit que W(w) est holomorphe au point> 
considéré. En outre, d’aprés les relations que vérifient ®(w) et 
Z(u)|cf. (21), p. 28], ona 
Y(u+e2w)=W(u), 
26 


Wou+ 20')=W(u)—— +. 
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En répétant un raisonnement quia déja été fait (n° 24), on voit que 
ut ; 
6= — 
2) 


et, de plus, que la fonction W(u) est une constante. 
Ainsi 
®(u) = Z(u) + const. 
Cette constante est nulle puisque ®(w) et Z(u) sont impaires 
toutes les deux. 
En définitive, ‘on a obtenu pour Z(w) le développement 


+0 


L.(u) = --eot — + [cot Su one!) 3] 
2.0) 20 20) 20 
n=t1 
—7 
a | cot: — (u—2nw')+0]. 
hed 2.00) 20 
n=-1 ; 


De plus, en se rappelant que l’on a posé 6 = qw' — w7 (p. 28), 
on voit que l’on a démontré la relation suivante 
FO po BE 
qo’ — wn = —> 
‘ = 2 
' 


» s = . 2 Ww ole . 
dans l’hypothése ou la partie réelle de —— est positive. D’ailleurs, 


jw’ — wn’ est remplacé par — (qw’— wn’) lorsqu’on remplace w’ 
a t £ (estan 4 os t a fre x * d ] re ~% ll 
par —w et 7 = w par — 7 ; par suite, quand la partie reelle 


' 


w , : Se kane 
de 7 est mégalive, on doit écrire 
Ww 


nw’ — wr’ =— —- 


74. Fonction H. — Nous avons déja défini la fonction H comme 
une fonction dont la dérivée logarithmique est Z. L’expression 
simple que nous venons de trouver pour Z ya nous donner, par 
intégration, un produit trés convergent servant a définir H. Le 
probléme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la dérivée logarithmique est 


+x 
T Tu T Tt 5 
Z(u) = — cot — + y — | cot —(u+2nw') +i 
2 2W 2 2.0) 
n=1 


+0 
Sie Cota ==, 10) 0) 3b 
ee ym ) : 


n=1 
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Pour écrire le second membre, nous avons changé n en —n 
dans une des sommes qui figurent dans Z(w). 
Si lon intégre entre o et u le terme 


T ™ ; ; 
— [cot (ut onw'y +i], 
20 2W 


on trouve . 


hal Sas fe 
sin —-(uU+ 2nw') 
20 


Log 
gio . nw’ 20 
sin 


puis, en remontant des logarithmes aux nombres, 


mea te 
sin —(U+ 2no') inu 
20) Oa) 


" ee ’ 
. MTwW 
sin 
ou bien 
ous (u@+2n 0’) Z w+2 7 0)') ay 
att 2 ——— | 2 ae 
E is 2 e720 
na i nw)’ 3 
Ge ave “ 


ou enfin, en effectuant au numérateur, puis en multipliant les deux 


nw! 

termes pare 5 
TT ve 
, 2n e wm 

q 
pon Op 
On a donc 
+0 ae tT 


Nets ™ : d I— g2n 
. — cot —(u+o2nw') i = Log] i outs. Let oath < 
2W 26 du I— gr 


Woz 1 ; = 


On voit de méme que 


wer) éTu 


+ 20 =m 
T The ‘ : ad I— game 
y —.| col —(u—a2anw")—t}] = <, bos] i SATE Ua ROS 
2W 20 du Dae 
r=1 rm=1 


Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dans Z(u). 
D’ailleurs, 
TT 


Lett, 
— cot — u = — Log sin 
2) 20 du 2wW 


=. = 


oo", a 
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Donec on peut écrire 


; d ; 
‘A Z(u) = 7 Log H(u), 
en posant 
A ea 
\— Tne ys 27, ) gh w 
H(w) =.C sin I— qe I— g2"e 5 
n=1 


ot C désigne un facteur constant. On trouve enfin, en effectuant 
le produit des deux facteurs du terme général, 


+0 
H(u)= Gsin = T  (1— 29 cos —* + 9°"), 
J 3) 


n=1 


le produit infini étant absolument convergent pour |q|<1, et 


u 


uniformément convergent pour horné et|q|Sqi <1. 


2) 


75. Développement de II(u) en série trigonométrique. — 
Admettons que le produit UL qui figure dans l’expression ci- 
dessus de H(w) puisse étre ordonné suivant les puissances posi- 


Tw 


: Tu 4 ied TU i 

tives de cos—— : comme une puissance positive de cos — est égale 
zs 

= 2 r TU = 

a une somme de cosinus des multiples de apron voit que le 

produit fl peut étre développé en une série de la forme 


TU 2TU 


I] = ey) + cy cos —+- Co COS ——' +... 
W .« 


o) 


. 5 - . eee NGS, 
Pour avoir H(w), il faut multiplier par A sin—; on peut, dans 
t I I 20) I 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 


TU Tru 
cos 
20 i) 


sin 


par une différence de sinus. On est ainsi conduit pour H(w) a un 
développement de la forme suivante, ou, d’aprés les notations de 
Jacobi, nous faisons w = K, wo’=—/K’: 


H( ai 3 3rUuU ie : ieee 
(2) =a Sm ee a S10 ag a, SIM D7 —— +... 
Ht gr GRPON 1K , 2K AME 2K ? 


118 CHAPITRE IV. 


ou bien, en remplacant les sinus par des exponentielles, 


imu Bi U SLT u (Qn-+1)i Tu 
H(u)= A PRIEE A. 2K A 2K cralep8 Pee 
Uh) One ae Sines | é = Aon € = alae n 
iT 31T 1 ; 


cA ee Na Aah hana 


Pour déterminer Ay, A,, ..., on se sert de la formule (26) du 


S t ene 
n° 24 ot lon remplace 6 par sa valeur ie 


TT 
A Ets an se 
Hu 4 2ik’)=— =e ACh). 
q 
Ona 
Ti Bi Sim 
H Great K)) = oo Ap ge 678-8 Angee cate Rpg mee- ane te: 
ir 277 1 57T 1 
le I ; ae? 
Rag Wee ete ay Weg et ee meni ae Et 
q° : 
’ 
D’autre part, 
QUT 1 LTTE TT Bi 
Reser PSNR ENR omar Se. ear 
eee 2k H(u)= Sah aL erie! e 2K 4 S26 2K 
h 
\ 3771 Rr 
ay etal) 2K Lae id ae 
gq i 


I q 

So ee — Ag=— g3Aq, 5 7 ee PO Anny +) 
1 I 1 I I I 

hen ae Ana 29 > > Ani= que ny ? 


qui se réduisent a 
~Ay=— Gg? Ag, A,=—q'Aj, Sets Ay = — 92" Ana, Geet 
Wout, en multipliant membre 4 membre, 


An = (— yt grin+)) Ao, 


On a done 
= tomas ee Senos 
H (uw) = Agh (—1)? grit ks Bis cite ak 
H (uw) = BE (—1)r q+) sin (20+ 1) 
‘ 2) 


PPTL 3nUu us 
=> sit —g* sin ———*-.. —1)rXgnir+1) ¢j yee 
| Ries oK i 1g Sin (27 1) = Paes 
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_ Le coefficient B peut étre choisi arbitrairement, car jus- 
yee! r) , , , + 9. N 
quict H(w) n’a été défini qu’a un facteur constant prés. On 
é : 
choisit B = 2q"', la racine quatriéme étant prise égale par conven- 


Tia)! _ aK’ 
tion ae*® =e ‘*, et'lona pour H(u) le développement 
H Ge = ear sin ~ —2 q* sin +2q *sin — 
4ne+in+t 
+(—i)tag , * sin(2n-+1) = 
2K 


ou encore 


— TU L/— 5 TU 
H(u) =2V/¢ sin —— —2 /@? sin ae 
~ vq : 2K Weel 2 2k is 


Nal a SN Og Te U 
+ (—1)"2 V/qer+t sin (21 +1) ses 
> 2 
Cette série converge absolument pour |q| <1 et uniformément 
u 


K 
opérations précédentes; de plus, la série converge trés rapidement, 
plus rapidement qu'une progression géométrique, car les exposants 


A 
de g*croissent comme les carrés des nombres entiers. 


Quand il sera nécessaire d’indiquer les périodes avec lesquelles 
est construite la fonction H(uw), nous écrirons cette fonction 
H (uw |K, 7K’), notation analogue a celle que nous avons employée 


pour |q|Sqi <1 et borné, ce qui permettrait de légitimer les 


pour ou en écrivant 6 (w|w, o’). 


76. Fonctions H, H,, 0, 0, de Jacobi. — Nous avons vu que du 
20 


é . UG ae) F a 
et H(w) sont analogues a — sin—, tandis que pw est analogue a 
8 Bas 8 


iy 


ue 1 En Trigonométrie on introduit, en méme temps que 


2 


MOVANT PETC UE 


ces fonctions, celles qu'on en déduit en ajoutant a Vargument u 
une constante w égale a la moitié de la période (ou de la demi- 
période) 2, et lon pose 
TU : TT 
cos — = sin —(u+ 0). 
2. W. 2W 


De méme, a cété de la fonction H(w) construite avec les pé- 
riodes 2 K et 2¢K’, on considére les fonctions obtenues en ajou- 
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. < - , . i 4 
tant successivement a l’argument wu les demi-périodes K, K’ et 
K-+-7K’, ou, du moins, des fonctions qui ne différent de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 
En désignant par ), ’exponentielle 


iw ir 
7K et) 
A=e ; 


linéaire en w, on définit les fonctions H,, 0, 0, par les égalités 
H,(u) =H(u+k), 


: ical Sore, By 
(1) 0 (uw) eater H (uv + 7k‘), 
I 


O,(u) = ;H(u+K+ eK); 


les deux derniéres montrent immédiatement que 
(2) 0,(u)=9(u+K), 


car, si Pon ajoute K a w, 2 se reproduit multiplié par —?. 

Voici quelques détails sur les expressions de ces fonctions par 
des séries. 

Tout d’abord la formule 


H,(w) =H(uw+K) 


donne, pour définir H, (w), la série 


3nu : ——>——— (2n+1)nUu 
— +... 24/ g22+1)* cos ——__—_ 
2K vq 2K 


wo kU Be 
H,(u)=2V/q cos + og? cos 


ou, en remplacant les cosinus par des exponentielles et en remar- 
quant que —(2n-+1)=2(—n—1) +1, 


(2n+1) 


- —Tt— ————— 2 oe 
I, (2) = 3 CER Ae . >, er Ce eee 


n=—o F ‘ i as Yoo 


Ae (2n+1)? imu t K! (Qn+1)2 imu 
2h 


On peut encore donner une autre forme a cette série en consi- 
ar ? ‘a Gr a 7 ae ve 
dérant lexposant de e, qui est du second degré en (2n--1), 
comme formé par les deux derniers termes du développement de 


T 2 
——l[u OY a OAL oe 
GKK' eae ue ] 


ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 12! 
On a ainsi 
2 +o 
rowed a (ut n+ 1) 1K? 
AyCuja-e> y er F 
rn=—o 


Passons maintenant a la fonction 0,. On a par définition 


@i(w) = > H(w + K+ ik’) = 5 Wy (w + 1K’). 


rN 
Or 
2 5 +o 
H ( K! = TR wtih’) FR et 2+ 2) 0K? 
fi Gilat tigen ea ne i . er : 
N=— ow 


Dans la nouvelle série le nombre pair (22+ 2) prend toutes 


les valeurs de —o a +-% ; on peut le remplacer par 27, on trouve 


alors 
+ co | 


2 
: Oy Ti Sr (ub ani)? 
0;(u) =e hiv » eth ; 


n=—0 


série analogue a celle qui définit H,(w), mais ou figure, dans le 
terme général, un nombre pair 27 a la place de (2n +1). 

Quand on augmente wu de (K’, les séries qui figurent dans les 
expressions de H,(w) et 0, (uw) s’échangent l’une dans l'autre. Il en 


est done de méme pour H,(w) et 0,(w), a un facteur prés prove- 
Tut 
nant de l’accroissement de lexposant de e ‘KK’ On vérifie ainsi 


les égalités suivantes qui résultent aussi des équations (1) : 


it es. 
Seka RY 


Hi(u+tik'y=e ** 


(Tw : 
— — 2u+ik’) 


Q(u) = dO, (1), 


@,(u+7K') =e *K Hi(w) =) H,(w). 
La série qui définit la fonction 6,(w) peut s’écrire en effectuant 
T 1 
4 ih’ 


la multiplication de chaque terme du second membre par e 


we ni T tt 
: ~ on ONG 
0,(u) = . qve * 


n=—-o@ 
ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeurs de n 
égales et de signes contraires, 


27U NTU 


TU 
@1(w) =1-+2q cos + 2q'* cos 
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Enfin, la quatriéme fonction @(w) peut se définir au moyen de 
Pégalité 
O(u)=0,(u+K); 
on a donc 
TU 2TU nau 


T y 2 
8(w) =1— 2 970s Fee ete eee apt — 1) 29 GF COs K 


Tous ces développements sont absolument convergents pour 


lq|<, et uniformément convergents pour borné et 


lq| Sa. <1. 
Il résulte de ces déyveloppements que la fonction H(w) seule 


u 
K 


est umpaire, les trois autres sont paires : 


H(— vu) = — Hw), H,(—u) = H, (uw), 
e(—u)= O(u), 'O;(— wu) = 0, (u). 


Observons encore que toutes les formules qu’on a obtenues 

. r / 

restent encore valables quand on remplace respectivement vu, K, K 
par hu, hK, AK’, A étant une constante quelconque. 


77. Zéros des fonctions H, H,, 0, 0,. — Les zéros de H (wv) sont 
connus (n° 21, p. 30). Ceux des trois autres fonctions s’en dé- 
duisent immédiatement d’aprés les égalités (1) qui définissent ces 
fonctions.a Vaide de H (wu). 

Les résultats sont donnés par le Tableau suivant dans lequel on 
ainscrit, en face de chaque fonction, l’expression générale de ses 

-zéros et ol m et n désignent des nombres entiers : 


H(w), amK+2ntk’, 
H,(u), (am+1)K+2ntk, 
O( uw), 2mK+(an+1)tk, 


O,(u), (2m+1)K+(9n+1)¢K’. 


78. Formules relatives 4 l’addition d’une période ou d’une demi- 
période. — Considérons, en premier lieu, la période 2 K et sup- 
posons qu’on ajoute cette période a Vargument; on a d’abord 


H(u +2K)=— H(w), 


comme cela résulte des développements de H(w) en série simple ou 
en produit simplement infini, développements qui ne dépendent 


5 a . TU 
que des sinus et cosinus des multiples de a 
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Les égalités qui définissent, 4 l’aide de H, les trois autres fonc- 
uuons donnent le résultat correspondant pour ces fonctions; on 


trouve ainsi 
H (w+2K)=—H (wu), 


H,(u+2K)=—H,(w), 
CYA FS iG) Se SEA 
0, (u+2K)= O,(u). 


( 


Si l’on ajoute. seulement la demi-période K, on a d’abord, par 
définition, 
H(u+K)=H,(w), O(u+K) =90,(w), 
et, en tenant compte des résultats précédents, on trouve 


Hy(u+ kK) =— H(w), 0,(u+K)=0O0(w). 


Réunissons ces formules : 


H(u+K)= Hyi(w), 
H,(w+ K)=—H(w), 
0 (u+K)= 0,(4u), 
OU CUS AS) == O(a). 


Considérons maintenant la période 2/K’. Les résultats s’ob- 
tiennent aisément pour ©, et H, en se servant des développements 


+ 


ae oi (u+2niK’)? 
= t | AW a 
@,(u)=e 4 hh \ et hk : 
2 ==— oO 
Tue +e T 
ee a (2 1K? 
H eae rans os OP aay TU pe ae ee a 
aL 06 é é 
and 
R= @ 


Si l'on augmente de 27K’ argument, chacune des fonctions 0,, 
H, se reproduit multipliée par le méme facteur que l’exponentielle 


& Tu? 


4 Wik’ 


é 

Désignons par v. ce multiplicateur, c’est-a-dire posons 
Sethe pes 
Kk 6 


=e ) 
nous aurons 


O,(uU+ 20K’) = v0;(u>, H, (w+ 2tK’) =p Hy (wu). 
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Pour passer de la aux fonctions © et H, il suffit de diminuer l’ar- 
eument de K dans les formules précédentes : 0, (w) et H,(w) de- 
viennent respectivement @(w) et H(w), p se reproduit multiplié 


par e’™, c’est-a-dire —1, et il vient 
O(u+ 21K’) =— 2 O0(u), H(u+2tK’')=—pll,(e). 


Réunissons ces formules : 


O(u+e2rkK’)= p Oy(u), 
Hid. US ane eC), — util) 
@(uw+27tK’)=—pO(u), se ; 
H(u 4+272K') =~ pH(u), 


Si Pon ajoute la demi-période 7K’, nous avons vu (n° 76) que 
les fouctions 9,, H, s’échangent 4 un facteur prés ) défini par 


ws — (20 +-0K') 
> 
T 


—107 
4 hh 


d est le multiplicateur de l’exponentielle e 
Vaccroissement ¢K! de Vargument uw. 


correspondant a 


Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de l’argu- 
ment, et si l'on remarque que i se reproduit multiplié -par 7, on 
trouve les formules correspondantes pour 9 et H. On a ainsi 


O\(u+tK')= AH,(w), 
H,(u+7tK’')= ®,(u), 
O(uw+itK’)=iA H(w), 
H(u+1K’) =1)0(u), 


a9 
, <A an ERY) 
Neat e 


Enfin, si Pon veut ajouter la demi-période K+-7K’, il suffit 
dans les formules précédentes d’ajouter K a l’argument, ce qui 
donne 


O(u+tK+0K')= trH(a), 
H,(u+ K+ 7K’) =—27) 0(u), — au +ik’) 
O(u+ K+ 7K’) = Hy, ( uw), 
H(u+K+7K')= }6,(«), 
79. Addition dun nombre entier de périodes. — Supposons 


|? 4 . idee . . . 
@abord que l’on ajoute 27 K a lV'argument; cela revient a ajouter 
n fois successivement 2 K, elt, comme le signe de la fonction peut 
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seul changer, le résultat se déduit immédiatement des formules 
relatives a l’addition de 2 K. 

Supposons maintenant qu’on ajoute 2m/K’, on pourrait encore 
ajouter successivement m fois 27K’; mais on peut obtenir de suite 
le résultat en remarquant que chacune des fonctions 0, et H, est 
égale (n° 76) a une fonction admettant la période 27K’ multiphée 


par Pexponentielle 


! TT 10? 
e 4 Wh! 
9 x ° 
D’aprés cela, 
met -y 
ty Teal (m+ milk’) 
Hy w =)2. mK’) =e." * Hy(w), 
mit , 
: aie ae 
0,\(u+2mtK’)=e O,(u); 


en remplacant dans ces formules uw par u — K, on trouve 


mit ay 
——(u+tmik’) 


W(w-+2mik')=(—1)me * H (w), 


mit 


(m+ mith’) 


@(u+2miK')=(A1)"e | * O(u). 


Enfin, on démontrerait de méme ° 


(2m +1)iT oat 

“ Ta a ee ee 
H,[u+(2m+1)tK'] =e ‘ é @;(u), 

ave EME out (2m #1 )iW'] 
O,[u+(2m+1)tK']=e % H,(w), 

ay 1 CR TT poet (am + 1yek') 
u 2MU+1)0 = (— 5) 
H [wu + ( +1)tK'] =(—5)"te <e O(u), 

ae | UE aut (am +A) iW) 
O[u+(2m+1)tK'] =(—1)”Ie u H (uw). 


80. Développements de H,, 0, ©, en produits infinis simples. — 
Ces développements se déduisent du développement de H (w) 
obtenu plus haut par Vintégration de la série de cotangentes qui 
donne Z(w). Nous avons trouvé (n° 74) 


5 peey 17% 
H (1) = Coin 220] (r— gre Cr gue ®). 


n=1 


Cherchons d’abord le développement de Ja fonction 


tT 


@(u) = Vie et. 
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iT 
. oe vad : ‘ h 

Quand on ajoute ¢K’ a l’argument wu, |’exponentielle e * se 


reproduit multipliée par g; le facteur 


d “ Ae 
nu e2k e oh 
sin —— = 

2K Dt 
devient 
I (TM _ tT 
( ge2k paste re eS ) 
at /q 
et l’on obtient 5 


ime Nita se. imu / iT 


= Gee eee 


n=1 


Si l’on fait entrer dans le produit le premier facteur, on yoit 
iTu imu 
K ‘ 
que les facteurs contenant é sont de la forme 1— q?"*'e 
Tu 


h 


K 


ou nr varie de o ao, et les facteurs contenant e de la forme 


iT 
i— g?"t'e “, ou n varie également de 0 ae. On a donc, en 
; C : 
posant pour abréger —==A: 
2g 
11( itn\ / per sag 
(uy =A] | == pia. uN A eae k ) 


n=0 


=A (12g 00s 52 +g) (1 2gtoos St + gt)... 


Les développements en produits de H, et de 0, s’obtiennent 
immédiatement en changeant wu en w+ K dans les développements 
ci-dessus de H et de 0. 

Le facteur A n’est pas arbitraire puisque, dans les développe- 
ments en séries trigonométriques des fonctions H, H,, @, 0,, les 
coefficients sont complétement déterminés. Ainsi, en identifiant 
les développements de ©, en produit et en série, on doit avoir, 
quel que soit x, 


A(i+2q cos2a + 9g?) (1-+2q3 cos2a +95)... 


=I+ 2q¢ cos2x7 + 29g* cos4xa+2g% cos6x4+.... 


On aurait une premiére expression de A en faisant x =o dans 
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cette identité. Jacobi a montré que l’expression ainsi obtenue peut 
étre remplacée par la suivante : 


A=(1— q@?)G—q*)—4@q"*).... 


Nous admettrons ici ce résultat. On verra, dans la Note V 
placée a la fin du Volume, comment on peut transformer le pro- 
duit infint pour obtenir la série trigonométrique et comment se 
présente, dans ce calcul, l’expression de A donnée par Jacobi. 

Nous réunissons ici les développements en produits simplement 
infinis des quatre fonctions. En posant 


A =(I— g?)@— 9*)(1— 48). ..5 


pil 2Vq sinu(1— 2g? cos2u + g*) (1— 2g* cos2u+q8)..., 


= A(I—2q cos2u +'g*) (1—2q? cosau + g*),... 


a) 

hoKu i , . 

H, == 19) Vq cosu(t + 2g7 cos2u + q*)(1+- 2g cos2u+ qg°)..., 
( = A(1+2qg cos2u+q?)(1+2q3 COSDU == Ge) aor 
Ces produits sont absolument convergents pour |q|<1 et uni- 

formément convergents pour |q|Sqi<1, et | w| borné. 

81.. Relation “= H’(o) = H,(0)0(0)0,(0). — Cette relation, 
sur laquelle nous aurons a nous appuyer, se vérifie trés simple- 
ment a l’aide des développements en produits infinis qui pré- 
cédent, en suivant une méthode donnée par Hermite (voir Vote 
sur la théorie des fonctions elliptiques, a la fin du Cours de 
Calcul différentiel et intégralde J.-A. Serret, 4° éd., t. H, Paris, 
1894, p- 791 et 798). 

On a immédiatement 

H,(0) =2 V/q AP2, 
@(0) = AQ’, 
@,(0) = AR2, 
en posant pour abréger 
Bhi 9? (Tag? )Xtoe ge )ies 


ONG Waa Ge) BH GP) 3 oon 
R=(U+q) G+ q)(1+@q°)..., 
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les produits infinis étant uniformément convergents pour 
lglSqi<1- 
D’aprés la relation suivante due a Euler 


(T(t Aan) : 
7 =) G= ya Sey © 
I 
(I1— q) G— g*)a—@q) 


Q+q)(t+9?)G+ q?)... 


on yoit que Yona 


ou bien 
‘ ; PQR=1. 
D’aprés cela, * 

H, (0) (0) (0) = 2 Vg A%. 


° o2Ku 
Calculons maintenant H’(o) en regardant H(- =) comme un 


produit de deux facteurs dont l'un serait sinw; nous trouverons 
2, K 1 Ay k\9 \2 4 
—H'(o) =A2Vgi— g?2— gt )2(1— g8)?...= 2 Wg AB. 
Tv 


On a done bien l’égalité qu’il s’agissait de démontrer 


26 H'(0) = H,(0) 0(0) 0;(0). 


Remarque. — Les expressions précédentes de H,(0), 9, (0), 
@(o) montrent que Vk et VE’, définies plus loin (n° 85), sont des 


fonctions uniformes de la variable += ari ee s'appuyant sur la 


convergence uniforme des produits P, Q, R ainsi que sur la rela- 
tion PQR=1, on verra que ce sont des fonctions de g holo- 
morphes pour toutes les valeurs de g dont le module est moindre 
que I. ; 

Observons encore que si l’on remplace (n° 76) wu par hu, K et K’ 
par AK et hw, H, (0), O(0) et 0, (0) ne changeront pas, tandis 
que H’(o) sera remplacé par h~'H’(o). L’égalité que nous avons 
établie ne sera done pas modifiée. 


82. Formules relatives a ’échange de K et K’. — Dans la nota- 
tion de Weierstrass (vozr, par exemple, n° 56) nous avons vu que 
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les fonctions ¢(iw|w, w'), p(tu|w, w’) peuvent s’exprimer a aide 


amare Ouse 
G(u|—+, tw}, Pl U|—+> to}. 
u u 


Comme actuellement nous posons 
Way, OT 


des fonctions 


ona 


Hs SSC OF yy ca Ke 


on passe done des premiéres fonctions aux deuxiémes en permu- 
tant K et K’. Nous allons établir des formules du méme genre 
pour les fonctions de Jacobi. 

Convenons de désigner par H(w|K, ¢K’) la fonction H cons- 
truite comme plus haut avec les deux périodes 2K et 27K’. Cette 
fonction s’exprime d’une maniére simple a laide.de la fonction H 
construite avec les périodes 2K’ et 27K, H(u|K’, 7K). Comme 


al 


: 4 3 K M5 : x 
ona supposé la partie réelle de 7 positive, il en est de méme de 


la partie réelle de mae la quantité 


4 Homer 
a donc un module plus petit que l’unité, et la fonction H(u pera) 


est 


2 nee Dicer? Cee Wee! bY terror a 
TCO Keke = 2/9 sin: — 2 NS yo ee 
( | ¥ ) -V Jo aK! Va 2K 


Cette derniére fonction vérifie les deux relations 


Hi(u + 9K"| K', 7K) =—H(u|K’, tK); 
3 asa, SG a 
H(u+2éK|K’, 7K) =—e. * H(w|K’, cK), 
obtenues en échangeant K et K’ dans les formules relatives a 
Paddition d’une période, vérifiées par la fonction H(u) ou 
H(w|K, cK’). 
Ceci posé, dans le produit 


Tu? 


e* KW’ Hw] K, ¢K’), 


analogue a ceux que nous avons considérés déja a propos de H, 
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et de @,, remplacons wu par iw; soit f(w) la fonction ainsi obtenue 


T 1? 


Sluyss 2f"* Baa Ks, oe): 


On vérifie aisément les deux égalités suivantes, conséquences 
des relations fondamentales de la fonction H, 


eatin 2K’) =— flu), 
(4) 
Wee tthe y ee Ne “p f(u). 


Ces relations sont identiques a celles que vérifie H(w| WK’, cls). 
En outre, les deux fonctions f(w) et H(w| K’, 7) ont les mémes 
zévos, savoir les valeurs de u données par la formule 

iu =2mK + antk’, 


ou bien 
u=—2miK + 2nk’, 


metn désignant des nombres entiers. 
D’aprés cela, le rapport 


J(u) 
H(w|K', ck) 


est une fonction doublement périodique aux périodes 2K et 27h’ 
et, dautre part, cette fonction est partout finie : elle se réduit 
done a une constante. Désignons cette constante par Br. Nous 
avons Videntité 


Tu 


e MEE OT uaiK Ae Kee B cab (re) Kio 


on en déduit les suivantes : 


T 12 


e ** @(iu|K, iK’) = BH,(u|K’, ik), 


Tur 


ee RK @,(tu| K, 7K’) = B 0,(u|K’, cK), 


‘Tene? 


“RN Hy (iw| K, 2K‘) = B @(u|K’, 2K). 


I suffit pour cela de remplacer dans la premiére de ces idenutés u 
par w-++K’, dans la deuxiéme u par u+-cK, dans la troisiéme u 
par u-+-K’, en se reportant aux formules du n° 78 et a celles 
qu’on en déduit par Péchange de K et KX’. 

Quant a la constante B, on démontrerait, en différentiant les 
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formules précédentes, et en se servant de la relation du n° 81, 


die A K 
quwelle est égale a VES DD: ailleurs le signe du radical doit étre 


choisi de telle sorte que sa partie recite soit positive : car, d’aprés 
la troisiéme formule, il en est bien ainsi pour u=o0, K’=hk, 
et, dautre part, la partie réelle de B ne peut jamais s’annuler 


83. Principales notations usitées pour les fonctions de Jacobi. 
— Weierstrass emploie les notations suivantes, reproduites dans 


le Trawté des fonctions elliptiques de Halphen (t. 1, Chap. VIL): 


(6) =2V9 ean) sin3mv + 2 sey sin5xe—..., 
3.(9) = 21/¢ cosxe +2 G9 cos3xv +2 Vg cossxv+..., 
33(9) =1+ 29g cosaTe + 2g' cos4zv + 2qg9 cosb6np +... 
f ; 
Jo(v) =1— 2g cos2T7e + 2g* cos4rzv — 2 9cos6a o—... 
0 ? 
ou 
t 
‘ 4 163) 
iT GSer, Pac . 


On a seulement conservé ici la lettre g au lieu de la lettre h 
quemplote Weierstrass pour désigner e!™*. 
La correspondance entre les ee notations est donnée par 


Tannery et Molk (Eléments de la théorie des fonctions ellip- 
tiques, t. ll, p. 14) modifient la notation procera en rempla- 
cant lindice o par wr Lindice 4 
Jacobi, dans ses Lecons nah: gesammelte Werke, t. 1, 
p- 497), met S,(u, g) ot lon mettrait, avec la notation 


. u ° 3° . . 
de Weierstrass, 3.4(=) et supprime Vindice o. Briot et Bouquet 


( Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 114) désignent 
les périodes 2K et 27K’ par w et w’; ils emploient d’autres nota- 
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tions reliées a celles de Jacobi et a celles de Weierstrass par les 


formules 


gaye pe u- 
ta(u) = (5) = Hi(w), 
Pa eas: 
05(1) = (se) = 0,(u), 
u 


0(u)= %6(-&) eile Qs 2) 6 


84. Relations entre les o et les S. — Ces relations sont : 
’ on |, 
Ou Hu) 30" 
, \ 7 
H'(o) 
1 
o(m +) Bal 6) age 
ogy Ap e—qu = F 
ow H,(0) 
\ Rd aaa 
Sta o(o +w'+ u) MEA ies ®1(u) > aie 
Te J(w + w’) 0,(0) ; 
iors, 
o(w’+ uw) : O(a“) 52 
53 “= aaa equ = @(0) Ee eS 3 
ou bien 
1° in 
iataag ch J1(e 
CS Dieses ) 
J1(0) 
PUN Jo(~) 
Cat oA — 
3 S2(0)’ u 
Fi jen : 
aise 55() 2 
e ony 
J3(0) { 
Lin: ‘. 
ie ikl aol? 
AR ay RO ott see of i 
Jo(0) 


La premiére de ces relations a été démontrée (n° 21). Les 
autres s’en déduisent en tenant compte des formules relatives a 
Paddition d’une demi-période, et en remarquant que 3,, ¢2, os 
deviennent égales a 1 pour uo, 


Il. — Fonetions snu, enu, dnu.: 


85. Définitions. — Si l’on compare les multiplicateurs des 
fonctions H(w) et (uw) qui correspondent a la période 2K, puis 


we 
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i la période 27K’, on voit que les premiers sont égaux et de signes 
contraires, les derniers égaux et de méme signe; il en résulte que 
H(w) 
O(u 


teurs —1r et +1. 


le quotient admet pour les mémes périodes les multiplica- 


Jacobi a été conduit a considérer les quotients des fonctions H, 
H,, 9, par la fonction ©. Posons 


. 


Sy LCle) 
snu = A PICENG 

oat H,(u) 
COS Pocus 

a 81%) 
dnw = 2 Cu. 


(On lit les premiers membres s, 7, uw, puis c, n, uw, puis enfin d, 
n, uw en énongant successivement les trois lettres.) Déterminons 
les facteurs constants A, B, C, de maniére que les trois fonctions 
prennent la valeur 1, la premiére pour u—K, les deux autres 
pour wo; nous aurons les égalités suivantes de définition : 


ht tT) Ge) 
sn u = Jk @(u)’ 
Sey fea) = = *H(K)  Hy(0) 
: cnua=(/% ret: Vk = O(KY 7 Once? 
Set ene = @(0) | 
dnu = k @(u)’ k = @,(0) 


La fonction snu est seule ¢mpaire; les deux autres sont paires : 
sn(— uw) =— snu, cn(—w)=cnu, . dn(—u)=dnuw. 
Cela résulte de ce que H(w) seule est impaire (n° 76). 
86. Addition d’une période ou d’une demi-période. — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H,, 0, 0, donnent immédiatement 


sn(u + 2K) =— snu, sn(uw+2tK')=. snu, 
en(u+2K)=—cnu, cn(u+ 2tK’) =— enu, 


dn(w+e2Kk)= dnu, dn(u + 27K’) =— dnu, 
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puis 
cnu . aa = 
EA es SS GIAe aad SA) — pe 
sn(u + K) ret: ( ksnu’ 
nae pia dnu 
pyonaaeteahe on(u-+ ik’) = 
en(u + K) Peri as ) = Tksnu’ 
ki ey! cnu 
a dn(u+tK’") =- 
dn(u+ K) aka ) isnu’ 
ea dnu 
sn(u+ K+ 7k’)= ? 
Aconu 
Bae kK’ 
cn(u+K+ 7K’) = ——, 
tAcnu 
5 ; tk'snu 
dn(u + K+ 71K’) = ——.- 
cnu 


87. Construction, 4 aide des fonctions sn, cn, dn, de fonctions 
elliptiques aux périodes 2 et 2w’ ou 2K et 2tK’. — Les fonc- 
tions snw, cnu, dnu n’admettent pas les deux périodes 2K et 27K’; 
par exemple snu change de signe quand u augmente de 2K. Mais 
il est aisé de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 
admettant ces deux périodes : telles sont, par exemple, les deux 
foncuions 


sn?u, snuwcnudnuw, 


el, en général, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 
Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux périodes 2K et 27K’ peut s’exprimer rationnellement a 
Vaide de ces deux fonctions. 
Avec les fonctions de Jacobi on peut donc, tout comme avec les 


fonctions p et p’, construire toutes les fonctions elliptiques aux 
périodes 2K et ath’. 


88. Périodicité; zéros; poles des fonctions sn, cn, dn. — Les 
périodes des trois fonctions se déduisent immédiatement des rela- 
tions (1): 


snu admct les deux périodes....... 4K et 2K’, 
cnu » eh eexhon: MANO CUNO etn 977 IA 
dnu » EAGER PDN LOL ee em ATK 


el ces trois couples de périodes définissent (aux translations pres) 
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trois parallélogrammes élémentaires différents P,, P2, P3 corres- 
pondant respectivement a snu, cnu, dnu. 


Les séros de ces fonctions sont respectivement ceux de H(w), 
TT, (w), O,(w) a savoir : 


TATU SMOKE CADET cE ce a CR 2mK + 2ntK’ 
» COUT a tral oh egal 9. th (2m +1)K + 2antk’ 
» GUHA ey Saul ay (am +1)K 4+ (an+1)tK’ 


ce sont tous des zéros simples. 


Les péles des trois fonctions sont les mémes : ce sont les zéros 
du dénominateur commun @(w). 


Poles de snu, cnw et dnu....... 2mK+(2n+1)ik’. 


Ces poles sont simples. 
Si Pon construit le réseau des parallélogrammes P ayant pour 
sommets les points 
Up toamK + anh’, 


chacune des trois fonctions a un pole et un zéro dans chaque 
parallélogramme. 

Mais, si lon considére chacune des trois fonctions snu, cnu, 
dnu dans le parallélogramme élémentaire (P,, Pz ou P;) qui lui 
correspond, on vérifiera aisément que l’ordre (n° 38, 42) de cha- 
cune de ces fonctions est égal a deux. 


89. Formule d’addition préliminaire. — Nous obtiendrons 
immédiatement les formules que nous avons en yue, en appli- 
quant les théorémes généraux sur les fonctions elliptiques, précé- 
demment établis. . 

Considérons les deux fonctions 


(5) snusn(uw—@), cnuwcn(u—a)—cnz, 
ou « désigne une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
périodiques aux périodes 2K et a¢K’. Elles sont chacune du 


second ordre, car elles admettent dans un parallélogramme P des 
périodes deux poles simples, a savoir les zéros du produit 


O(u)O(u—a), 


dont chaque facteur a un seul zéro dans un parallélogramme. Les 
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fonctions (5) ont done deux zéros dans un parallélogramme P des 
périodes; ces deux zéros s’apercoivent immédiatement : ce sont 
les points homologues de uo et ua. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de wu. 

Les deux fonctions doublement périodiques (5), ayant mémes 
zéros et mémes infinis, ne different que par un facteur constant; 


on a donc 
cnucn(u—2)—cnz = Asnusn(u—z), 


A désignant un facteur constant. Ce facteur se détermine en fai- 
sant u = K; il vient alors 
cng 


ane A =—dnz. 


— eng = 


En remplacant A par cette valeur dans l’identité précédente, on 
obtient la formule suivante d’ot. nous déduirons toutes les autres 
formules d’addition : 


(6) cng = cnucn(u—2#)+snusn(u—a)dnz. 
90. Relations entre les fonctions snu, cnu, dnu. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), « = 0, on trouve 


sn?u+cn2u=—1. 


Dans cette formule remplacons u par u-+-¢K’. En tenant compte 
des égalités 


sn(w+ 7K’) = oy cal aS ae 
ksnu tk snu 
il vient 
I dn? wu 
Psu (@su? 
ou enfin 


dn2u+ kh? sin2u=1. 


Ainsi deux des trois fonctions sn2u, cn2u, dn?w peuvent 
sexprimer linéairement en fonction de la troisiéme. On a, par 


exemple, 
cn?u = 1 — sn?u, 


dn2u—=1— k? sn2u, 


91. Module. Module complémentaire. — Dans la relation 


dn2?u+k?sn2u=1, 
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faisons u = K; on a d’abord snK —1, puis la relation 


k’ 
dn(u+K) = —— 
: Y dnu 

e 


donne dnKk = k’, et l’on est conduit a cette-conséquence 


ke+ k?=1; 


le nombre / s’appelle le module, le nombre hk’, le module com- 
plémentatre. 


92. Formules d’addition pour snu, cnu et dnu. — Dans la for- 
mule (6) posons «== —v, puis, dans le résultat ainsi obtenu, 
échangeons ¢ et w; nous trouvons 


cnucn(u+e¢)+snudne sn(u+v)=cne, 


cny cn(w-+)+sne dnusn(u+e)=cnu. 


Ces deux égalités vont nous donner sn(uw+¢) et cn(u+ ¢) 
exprimés a l’aide de fonctions dont l’argument est u ou 9. 
il vient 


En les résolvant par rapport a sn(u-—+ ¢), 


cn? u — cn?yv 


i) sa kues tiie Sapien Wdugr sn wien pao! 

Ona ainsi une formule d’addition algébrique pour la fonction snu. 
On Vécrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numérateur s’obtient de suite en fonction de snu et 
de sng en remplacant cn?u et cn?¢ par 1—sn?u et 1— sn?9; le 
dénominateur est une fonction irrationnelle de ces mémes quan- 
utés. Sivnous multiplions les deux termes par la quantité con- 
juguée du dénominateur, nous trouyons 


| (sn? —sn2u) snecnudnu+snucne dne | 


sn(u+e)= : 
( ) sn?y¢ cn?udn2u — sn?ucn?y dn?¢ , 


Le dénominateur est une fonction entiére de sn? u et sn?¢ qui 
sannule pour u = 9; 1) doit donc contenir en facteur sn? u — sn*¢. 
On a en effet 


sn?9 cn?u dn?uw— sn2u cn?» dn?» = (sn29 — sn?w) (1 — Ak? sn2u sn2¢); 
alors le facteur sn?» — sn?u disparait et il reste 


a Case snucny dny + sne cnu dnu 
STDC Cet ON) ea ee NN 
9 1— k? sn?usn29 
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Formule d’addition pour cnu. — On obtient de méme 
en(u-++¢), en éliminant sn(w—+¢) entre les deux équations (7). 
Effectuons le calcul : nous trouvons successivement 


snycny dnu—snucnudne. 


cn(u+ ¢) SS 
) snycnudnu— snucny dnp’ 


! } 
) sng env dnu—snucnudno| }snecnudnu-+snucnedne, 


cn(u+P)= ; = 5 3 
) sn2y cn2u dn2u — sn2u cn? dn? 


Dans le second membre le numérateur développé est 
sn? dn?u — sn?u dn?¢ ! cnucny — snusney dnu dne(cn?u —cn?¢) 


ou 
(sn?¢ —sn?u)) cnweny —snusnednudne |; 


le dénominateur, on l’a vu, peut s’écrire 
(sn2¢ — sn2u)(1— Ak? sn2usn2¢), 
On a donc enfin 


cnucny —snusny dnudny 
(10) OM (ee) ee ee : 
, 1— A? sn?u sn2¢9 


Formule d’addition pour dnu. — La formule (6) 
cna = cnu en(u—a)+snusn(u—a)dne 
devient, en posant «=u+¢, 
cn(u+¢)=cnucny —snusnedn(u+e). 


Cette relation donne dn(u-—+-¢) en fonction de en(u-}-~): en y 


remplacgant cn(w-+-¢) par lexpression (10) que nous venons de 
trouver, elle donne, aprés des réductions éyidentes, 


‘ dnu dne — k2 snusne cnuecne 
(11) (QUA Re (2 yea AE ee eee 
‘ 1— A? sn2usn2¢ 


On a ainsi les formules d’addition pour les trois fonctions sn, 
en, dn. 


Autres formules. — Changeant dans ces formules 9 en — 9, 


on en déduit les expressions de sn(u — 9), en(u — ¢), dn(u — r). 
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On a, par exemple, 


snwcny dnvy —sne cnu dnu 
sn(u—) = ‘ 


‘ 


1— A? sn2u sn2¢ 


d’ou, en retranchant de sn(u +»), 


2sne cnu dnu 


(12 sn(uw + ») — sn(u —v) = ———____—_,, 
) : ) : ) 1— k2 sn2u sn?¢ 


formule qui va nous servir a trouver la dérivée de snu. 


93. Dérivées des fonctions snu, cnu, dnu. Multiplicateur. — 


Pour avoir la dérivée de snu, il faut chercher la limite de 
sn(u+h)—snu 
h 


teur comme on le fait dans la recherche de la dérivée du sinus, 


pour h=o. Pour cela transformons le numéra- 


en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 


: h h 
cons uw par u—-- = ete par =, cela donne - 


Een? h h 
sn— cn({w+—)dn{u+ — 
sn(u-+-h)—snu _ 2 2. ( D 


h h mals fe h 
> 1 — k2 sn? — sn (w+ a) 


‘ 5 * Snu P 
Appelons g la limite du rapport eas quand uw tend vers zéro ¢ 


h 
Sis 
2. ) 
alors i tend vers g, et l’on trouve, pour h = 0, 
2 
Goat cnudnu 
=e, CI . 
du é 


Le nombre g se nomme multiplicateur. 


94. Expression du multiplicateur en fonction des périodes. 
Choix de périodes 2K et 21K’ telles que le multiplicateur soit égal 


5 ans A sar sn 
a Punité. — Nous avons a chercher la limite de rn quand u tend 
vers zéro. D’aprés la définition de snu, ona 


H(z) 


sn U SiCO)s 


= . 


Uu H,(o) @(u) ” 


T4o CHAPITRE IV. 
ete H(w) , 4 ' : i tré 
or la limite de est égale a H (o) et nous avons démontré 
L 


(n° 81) la relation 
= H’(o0) = Hy(0) 8(0) @,(0). 
On a done 


3 0,(0) H’(o) 
° ~ Hi(o0) @(0)’ 


: ; 4 : 3 
et cette expression se simplifie, si l’om remplace H’(o) par sa 
valeur tirée de la relation que nous venons de rappeler : g est 
alors donné par l’égalité 

2K 


==O7(O). 


Jusqu’ici les périodes 2K et 22K’ ont été prises arbitrarrement 
et avec le méme degré de généralité que les périodes 2 et 20! 
auxquelles elles sont respectivement identiques (n° 72). Or, rem- 
placons (n° 76), uw par gu, o et w' par gw et gw’; H,(o), O(o) et 
0,(0) ne changeront pas, tandis que H’(o) sera multiplié par g™' 
(n° 81) : & sera done remplacé par Vunité. I en résultera que la 
nouvelle période 2K (= 2 gw) vérifiera la condition 
peor == 10), (O))i= Te DiGi iain e sraig a ya 

Et, puisque le multiplicateur g est égal a1, |’équation qui donne 
la dérivée de snu deviendra 


' — snu=icnu dnu. 
u 


A Vavenir, 4 moins de mention du contraire, K et K’ ne seront 
plus des quantités indépendantes : elles seront assujetties a vérifier 
Ja condition ci-dessus. 


95. Dérivées successives. — En différentiant les expressions 
de cn?u, dn2u, savoir 
cn?u =1— sn2u, 


dn2u=1— k? sn2u, 


on trouvera les dérivées de cnu, dnu. 


a 
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Les dérivées des trois fonctions sont données par les formules 
d 
qu (Sh) = cnudnu, 
d 
—(cnu)=—  snudnu, 
4 A 


= (dn uw) =— k?snucnu. 


On peut aisément, en partant de ces formules, calculer les déri- 
vées successives de lune des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les dérivées de snu, des expressions de la forme 


d?Pp 
= yp (Sn) = (Ao+ Ay sn?u+ Ag sntu+...+Apsn2P?u)snu, 
Pe ! 
d2p+i 
PRAYER Con U) = (a+ a sn?u+ agsntu+...+ ap sn*Pu)cnudnyu, 


Tes coefficients étant des polynomes en /, 


96. Développements en séries entiéres. — En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions snu, cnu, dnu et en fai- 


I I 
sant 4 = = (x + 2) » on trouve 


4 


ey eee ten (gy Sy eee BEG 3 a) oe 
isan certain SO al of A he aN Goat 
cn = 1 us + (1+ 4k?) —— — (+ ig ot eee loaans oe 
1.2 DDS aie Thow eo re 
ku uk ran us 
dnu = 1 2 VPN eS Se AON SG IAAT Ayre so Sh oF 
He a a 1.2 (4-4 SSK eat ae CPE RL } 


mais on observera que ces développements ne sont valables que 
si le module de wu est moindre que la distance de Vorigine a celui 
des zéros de @(u) qui en est le plus rapproché (n° 4 et 88). On 
voit qu’en négligeant wu‘, cnu peut étre remplacé par cosu et dnu 
par cosku; de plus, en négligeant u>, on peut remplacer snu par 


sin(uy/1 +k?) 
fit ke 


97. Dérivées des fonctions inverses. Premiére idée de Vinver- 
sion 4 l’aide des fonctions de Jacobi. — De méme qu’en Trigono- 
métrie les dérivées de sinu et cosu conduisent a celles des fone- 
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tions inverses arc sing et arc cosz, les résultats précédents nous 

fournissent les dérivées des fonctions inverses de snu, cnu, dnu. 
Soit par exemple 


C139) eee es Abies 


cette équation résolue par rapporta w donne, pour wu, deux valeurs 
dans un parallélogramme P, (n° 88) construit avec les périodes 
4K et 2éK’, car la fonction snu admet P, pour parallélogramme 
des périodes, et elle est du second ordre. 

L’une de ces valeurs étant appelée u, autre est 2K — u; car 


sn(2K —u)=snu; 
ce résultat est d’ailleurs une conséquence immédiate du théoréme 
de Liouville (n° 39). 


Les racines de léquation (13) forment done une double suite 
de valeurs 


uU+AmK + 2nth’, 2kK—u+4mK+anik, 


met n désignant des entiers. 
Nous désignerons plus spécialement par u celle de ces valeurs 
qui, Suivie par continuité, s’annule avec x et nous l’appellerons 


(14) u = arg snZx 


(Végalité précédente s’énonce : u égale argument sn x). 


du 
Nous voulons calculer i Or (13) donne 
li t 
du 
qa Ch dnu = (1 — #)(1— k2.2?), 
Donc 
tn du I 
(19) = i 
/ da VU — a?) Ga — ka?) 


Telle est la dérivée de arg sn; elle est algébrique comme celle de: 
are sinz. Comme wu et @ s’annulent en méme temps, l’équation (15 ) 
donne par lintégration 


we lx 
(16) u =f : : 
: VG— 2) (1— ka?) 


Inversement, si l’on est en présence d’une équation de cette 
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a 
(Se) 


forme, il est naturel d’en conclure 


u = arg sna, x — snu. 


C’est ce qu’on appelle faire V’inversion de Vintégrale (16). Dans 
toutes les applications qui suivront, nous admettrons toujours que 
Pinversion est possible quel que soit k : en d’autres termes, nous 
admettrons qu’a toute valeur de & on peut faire correspondre une 
valeur de g permettant de former des fonctions de Jacobi qui con- 
duisent a une fonction sn uw, de multiplicateur 1, vérifiant (16). Ce 
postulat, qui correspond a celui du n° 34, sera justifié au Cha- 


pitre XIII, dans la Note VI, et pour & réel, au Chapitre V (n® 1114 
et 112). 


~On trouve de méme 


darg cnx I 
SS See 
dx He /(1— w) (kK? + 22?) 
dargdnzv | I 
dx | 


= VG — a8) (atk) 


ete te ; ; Agee de wh 

Liintégrale (16) est appelée une intégrale elliptique de pre 
miére espéce, sous la forme normale de Legendre. Nous préci- 
serons ultérieurement les notions précédentes (Chap. VII et XII). 


98. Dégénérescence. — Les fonctions sn, cn, dn se réduisent a 


des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k? est égal a o 
oual. 


1° k2=0. L’équation (16) devient alors 


dx 
0 


la fonction z — snu devient donc x = sinuw. Les fonctions 


cnu = \/I— sn?u, dnu = Vi— Kk? sn2u 


deviennent 
CMU (COS, diva. 


On peut vérifier qu’alors les formules d’addition (g) et (10) se 
réduisent aux formules donnant sin(u—+-¢), cos(u+¢). 
2° k2—=1. Alorsona pone (16) 


Ib ie Be ul 
u= == NOS = are the 
—_ Yagi esc ies 2 ; 
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dou 
eu — eu 
r= snu = —— =thu; 
el 4+ ee 
puis 
lg ee 2 I 
Cn = idinw = \/ 1 — sn2 le = =e . 
v ev+ e-u chu 
99. Relation entre pu et snuw. — La fonction snw que nous 


voulons comparer a pu est celle dont le multiplicateur est égal 
a UVunité, de sorte que, si l’on pose 


S=snu, 


s satisfait a ’équation différentielle 


a = Vi — u?) i— ku?). 
du ; 
Alors les périodes 2K et 2th’ de la fonction sn2?u ne sont pas 


arbitraires (n° 94). Elles doivent satisfaire a la condition 


2K 


(/2s ae tt Gt elas 
Au contraire, les périodes 2w et 20! de pu sont prises arbitrai- 
; 
rement : on suppose seulement que dans le rapport — la partie 
réelle est positive. | | 
Considérons la fonction Ts ott A est une constante; cette 


fonction admet comme périodes 2K) et atKh'h. On peut déter- 


; air 8 Neat Tae 
miner A, K, K’ de fagon que les périodes de sn*> arent des valeurs 


données a lavance 2 et 2/. Si Von prend 
K’ w! 
K iw. 
la quantité q est connue et la relation entre K et g déterminera Kk. 


Au moyen de l'indéterminée } on pourra satisfaire 4 la condition 


2KA = 2M 


al 


. K 
el, en se reportant a la valeur de x? on trouvera 
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Prenons alors la fonction pw construite avec les deux périodes 


R I | * A FRO 
20 et 2w/, et comparons-la a 7 qui admet les mémes périodes. 
2 a 
Dans un parallélogramme de périodes contenant le point o, ces 
deux fonctions ont un seul pdle, le point w =o, qui est un pole 
double. On a, de plus, quand w tend vers zéro, 


, UP 
mnyez ie n, lim ———— =1. 


u 
2 sn2— 
N 


Les deux fonctions, qui, d’ailleurs, sont paires, ont donc méme 
partie principale dans le voisinage de u = 0 et la différence 


I 
pu — 


est une fonction doublement périodique aux périodes 20, 20! qui’ 
reste finie dans un parallélogramme des périodes. Elle se réduit 


donc a une constante CG et ona 


pu Says oe is Tae Oh 


Pour déterminer la constante C, développons en série le premier 
membre dans le voisinage de wu = 0. Ona (n° 96) - 


Tae KA , 
; SIU, =U 7 USE ey 
I I I I 1+ k? at 
aes = = + aU2+... 
sn? u uz E+ kk? 2 u2 3 
1— — u? 
6 
et, dautre part, 
8&2 5 
DU == — + uz + 
J t IY 8) 
Done 
I 1+ 
Oh ay oe? = + 4U2+-.... 
ey, h2 sn? — wate 
2 6n2 — 
oN 
: 1+ k2 t ; s 
Paisant w= Owen alos o ee d’ow la relation cherchée 
1+ kh? I I 
u = - : ° 
P 3A Mey) ut 
sn2 — 


APPELL ET LACOUR. 10 


146 CHAPITRE IY. 


On sait que y = pu satisfait a Péquation différentielle 


du 


(FZ) = sy —eiy en) (y 08) = 49" 1 eat oR 


avec les conditions 


, 
e,= po, e=plot+w’), €3= pw. 


Calculons e,, @2, e; en fonction de A? et de A; pour u=o, 
u Z - 
meio) enc) 1d a= 


d 
i+ kh I 
Gy Uae tee ake 
u- — pa 
pour u=w!, j= LK? snd Rico, 
1k? 
SSE OORT 
u“ - “a> Te ' 
pour u=o-+o, = eel Oe ae ry ae 
A r k 
| ny Paes to ed 
ep = P(W + W SS . 
fie 3X2 2 


‘Aprés des réductions évidentes, on trouye les égalités 


i) Ke i Det th? 
? e2 = —— ) Ae, => — 


Me,= ’ 
3 3 


2 
rw) 


et l’on en déduit 


ayes I 0 ae Chi C3 
= —_—— >» J2= ——————— 5 e= wo 
€;'-— 63 €1— @3 €4— @3 
6; — @3 


sn2(u Ve,-— é3) . 
Dans le cas particulier oti l’on considére la fonction pu con- 


struite avec les périodes 2K et 27K’ elles-mémes, on a} =1 et la 
relation entre p et sn deyient 


pus es 


us +1) 
4 => ; Toe ieee) e 
P sn2u 3 


100. Théoréme. — Toute fonction elliptique aux périodes 2K 


et 21K’ est une fonction rationnelle de sn?u et de sa dé- 
rivée 2snucnu dnu. 
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En effet, nous avons démontré (n° 49) que toute fonction ellip- 
-tuque est une fonction rationnelle de pu et pu. Comme la rela- 


tion ci-dessus donne 


f 2snucnudnu 
pu =— —————_; 
sntu 


on voit que la fonction considérée, exprimée rationnellement 
en pu et pu, se transforme immédiatement én une fonction 
rationnelle de sn?w et de sa dérivée. 

Si l’on considére en général une fonction elliptique avec des 
périodes quelconques 2 et 2’, elle est une fonction rationnelle 


5 x : > 4 Pi Bi sutees 7 
de pu et p'u, c’est-a-dire de sn*> el de sa dérivée. 


101. Développements de 7, et de 7, en séries. — Pour avoir un 
développement de 7 en série, nous partirons de la relation entre Cu 
et Z(w) démontrée Chapitre II, n° 21 [équation (19)] et que nous 
récrivons ici ; 


u= Cu—Z(u). 


els 


En prenant les dérivées des deux membres et en faisant ensuite 


u = ww’, nous trouvons 
—~=—pu—Z'(u), 


puis 


— =— e,—Z'(w’'); 
Z'(w') peut s obtenir en faisant u = o dans 


oF fete EEE Cui a he (ae Di! Cit) 
Eee gal eae) ae eal 


Or, du développement en produit infiniti de @(w) obtenu au 


n° 80, savoir 


@(u) =A(1— 2g 008 = ob r) (: — 2g? cos—— +4) sole, 
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on déduit successivement 


0'(u Daa 
5 SS Gi q a S ae ) 
Ww 6. 
Co ‘ I— 2g cos — + q? I1— 2g’ cos— + q° 
d 0'(u TU 
— A Me ain 
du O(u) w 
3 \e aie? TU 
+ A Deedee Peat ab a =+-..6 | == COS 
TU TU w)? i) 
IO) (OL =— 0) 12.9? C03 —--- gf? 
(O) D} > 


NS 


P désignant une fonction de w qui reste finie pour u =o, et les 
dérivations étant évidemment légitimes. Donc 


| 


et, par suite, 


Pour avoir le développement de 7’, dans l’égalité précédente, 
2 


\ Ww’ ; @ 
imc =1r — 
remplacons w et w! par w’ et —w;g =e ™ devient qy—e : 
de plus, e; = pw! devient €, = pw, et nous obtenons 
t 
> 2 nh i 
Es —+- ey = AS q ’ qo Pro Ww’ 


102. Exemples de décomposition en éléments simples et planter 
gration. — 1° Prenons d’abord la fonction ' 
UD) a 
ACH) | sn?u—sn2a_ 
ou @ est une constante qui n’est pas de la forme 2mK +-2niK’. 
Cette fonction, de périodes 2K et 27K’, est du second ordre; elle 
admet, dans un parallélogramme défini par les périodes précé- 


dentes, deux poles simples homologues respectivemént des points 
+aet —a. Le résidu A relatif au pélew=aest — 


ACE? im bee 


ow sad ae ST 
sn2u — sn2a 


“ 
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pour u =a. La limite de ce rapport s’obtient immédiatement en 
prenant la limite du rapport des dérivées 


I 
2snacnadna 


Le résidu relatif a Pautre pole u = — a est — A. Ona donc, en 
appelant B une constante, 


J(u) =A Z(u—a)—AL(u+a)+B, 
ou, en remplacant A par sa valeur, 


2snacnadna =) Tima) Layee 


sn2u — sn2a 


— 


C désignant une autre constante. Nous déterminons C en fai- 
sant u = 0, ce qui donne 
, Fa 2cenadna . 
C = — ———— + 2Z(a). 
sna 


. -1'p . / 4 » oe 
Cette valeur de C se simplifie si on se reporte a la définition 
de sna, 


qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres, 


Se eine eee ‘ 
sn ut , O(u) 


on a donc en changeant u en a 
OxGay 


Shas fake) 


, 
dou la formule définitive 


2snacnadna 3 O'(a 
Ae SS coh oak PY 7 CRUE el AG area ene ( 


ee 
. 


18 
( ) sn?2u — sn2a 
Cette méme formule s’obtiendrait aussi en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et en le décomposant en élé- 
ments simples. . 
En intégrant les deux membres par rapport a uw, on a 


[RR du = Log GSS 0'(a) 


———— a + const. 
sn? u — sna ° H(u + a) @(a) 
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De méme en intégrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport a @ et en remarquant que 2 sna cna dna est la dérivée 
) 


de sn?a@, ona 


Log(sn2?a—sn?u) = Log H(a—wu)+Log H(a+u)—2 Log @(a)+LogC, 


C désignant une constante relativement a a. 


On en conclut 
H(a—u)H(a+u) 


sn2a@ — sn2u = C 
0?(a) 


et, en faisant a = 0, 
, S027 =r e2'Go)) 
CYA Ot Ne ; 
BAS) 2 ay er 2 Cia 


dot la formule définitive 


@2(0) H(a—u)H(a+ uw) 
k 02(a) 02( uw) 


sn2a@— sn?2u = 


~ 


mettant en évidence les zéros et les péles du premier membre. 
2° -Proposons-nous maintenant de décomposer en éléments 


simples la fonction 
I 


> 
' sn2u 


de périodes 2K et 2¢K’, et qui admet, dans un parallélogramme 
des périodes, un pole double homologue du point u = 0. Comme, 
dans le domaine du point u= 0, ona 

1 


I : 
= —, + fonction holomorphe, 
sn? wu u 


on aura 


(19) = Tie, 


sn2u 
D désignant une constante que nous allons déterminer. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) wv en wu -+-7K’, en nous 
rappelant les relations suivantes, établies aux n° 86 et 101 : 


’ I 
sn(u—+ vK’)'= , 
ksnu 


a 0'( wu) 
du O(u) 


“i(u+iK')= 


D’aprés cela, la relation (1g) devient, par changement de u 
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enu-+K’, 
d 0'(u) 
ke? sn? u = — — \ ie 
du O(u) 


Faisant, dans cette derniére formule, uU=o et remarquant que 
ice 0) = 0,’ car O(u) est paire, ona 


"oO 
Dae 
“ 
dot les deux formules 
\ 
1 a 0"(o 
a wa Ze, 
: sn2u O(0) 0)? 
(20) 5 ; 
d 8'(u)  0"(0). 
k? sn2u =— — —— + —— 
du O(u) @(0) 
On en déduit par Pintégration 
du . @"(o0) 
=— Ziu) +u + const., 
sn? uw ) O(0o) 
a @! @" ( 
ke [smrwdu a co) + U Co} + const. 
‘ O(u) @(0) 
Remarque. — La premiére des formules (20) peut se déduire 


aussi comme cas limite de la formule (8). Tl suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2a et de faire 
f 


tendre a vers zéro. 


103. Notations d’Abel. — Dans son premier Mémoire (CF ueres, 
édition L. Sylow et S. Lie, Christiania, 1881; t. T, p- 263), Abel 
a désigné par 9, f, F les fonctions sn, cn, dn. Plus tard, il a 
employé la lettre pour la fonction sn. Cette notation a été 
adoptée par Briot et Bouquet, qui désignent les trois fonctions sn, 


f 


en, dn par i, vp, v: 


snu = X(w), Meeps) dnu =y(wu). 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Démontrer les formules suivantes, qui sont des conséquences des 


formules d’additions : 


sn(a+6)+ sn(a—b)= 2snacnbdnb 


1—k2sn2asn20° 
2cenacnb 

(1) SEC a Hay Mite Oe egg eee? 
2dnadnb 2 

~ 7S sn2asn?b? 


dn(a+ b)+ dn(a— 6b) 


sn2a@ —sn26 


} sna Clete ey es 1— k2 snzasn36’ 


1 dn2adn26— k2 
@) en(a +b) en(a —b) = 7, SO" 
k2 ecn2a cn26 + k2 . 
1— k? sn?asn26 


dn(a +b) dn(a—b) = 


(3) sn(a +6) en(a— 6) + sn(a—b) on(a +6) = 2maena dns 
1— k2 sn2asn26b’ 


dn(a — 6) —en(a— b) _ dnacnb— cnadnb 


> 


(4) sn(a— 6b) sna + snb 
4 
tt dn(as 6) 5 snacnéb+snbcna 
Asn(a—6) : dn6é—dna ; 
2. Duplication de argument. — Faisant » = uw dans les formules 


d’addition et écrivant s, ¢, dala place de snu, enw, anu, il vient 


2 sca ; 
sn => ——— 
2u uy et 
Ca Sane en hs — Kk? + ok? e2+ k2c8 
1— k2 5% es Oy ey Py ealy Ae 


diane I— 2k2s24- f254 EUR opts dah als 
: Reiss — kK 2 di§— Ge’ 


~ 
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En posant S=sn2u, C=cno2u, D=dno2uw, ces formules s’écrivent 


CE Gigs Sas Le GAGs. Dao G ake se 
pase (aac: Poe ye tpt oa DirgaiCare Reze? 
2 oy ela G ae A Cenah aes . 
epee Dy wis AEE On ae 
f 5 DG Ae sy p) 
Cais = a 
en) k2 2) — C j 
DeeaG pee, 
GP eGR oe ee 
TG es DG 


: I 
Haisons/wi—="=K,alors, S =1,'C =/0! G=7k+a. donc 
x 


K vi 1 K K ich a As 
er ae| Pee ona y/ Aa. dn = VK. 


3. Démontrer la formule de décomposition en éléments simples : 


\ 
Msnacnadnasn?u _.0'(a) J | a) 


1— fk? sn?asn2u O(a) 2|@(u—a) (ua) 


| (On peut déduire cette formule de celle du n° {02 en y remplacant wv par 
u+wK’.) 


4. Vérifier que lon a 


—k [isnw du = Log(dnu+kecnu). 


Montrer qu'on peut de méme déterminer les constantes a, 6, a’, b' de 
facon que 


a fonw du = Log(snu+ @ dnu), 


bf dnudu = Log(cnu + 6’ snu). 


(11 suffit de différentier et didentifier. ) 


5. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice intéressant 
pour appliquer la différentiation des fonctions elliptiques consiste a vérifier 


que la surface découverte par Schwarz (Gesammelte mathematische 
Abhandlungen, vol. J, p. 77 


\ 
cnaz + Ch eate CN Zia CN a cny cns = 0, 
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avec le module k = Le est une surface minimum dont la courbure totale 
2 

en chaque point est nulle, satisfaisant, par conséquent, a la condition 
(ig?) Tr 2p geal trp?) C=—10; 


Ps 7) 7, 8, ¢ ayant leurs significations ordinaires de dérivees partielles 
de s par rapport aa, y. On montre que cette condition ¢quivaut a la 
suivante: 


I I _ (+ 92)r—apgs+(itp*)t aX Face edna 


3 
Cia Baa dope 
01 et g2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et l'on pose 


ean Ley oh a Y= zi ; 
VItp+g? Vit p+ @ 


w 


Le lecteur trouvera le détail du calcul de yérification dans !Ouvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptigues, p. 35; /traduit par J. Griess, 
Carré, 1895. 


6. Démontrer les relations 


02(0) H(u +a) H(u—a) = 02(a) H2(u) — H2(a) 02(w), 
82(0) O(u+ a) Be gy anor en tect ee 
= 07 (a) Of (u) — H7(a) HF? (ua), 
Hi(o) @(u+a) @(u—a) = 03?(a) H2(u)+ 62(a) H?2(w), 
Hi(0) H,(u + a) Hy(u — a) = 0? (a) 0} (u) — 82(a) 02(u), 
H,(0) 0,(a@) 0,(u) Hi (uw — a)— 0, (0) Hy(a@) Ay ( ey OSG 
= 0(0) H(a) H(u) 0(u — a), 
H,(0) O(a) Hy (uw) O(u) + H(a) 0,(@) H(w) Oy (uw) 
= 0(0) Hy(0) Hi(u—a)O0(u+a). 


(Il suffit de vérifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par l’autre est une fonction de u admettant les périodes 2K 
et 2tK’ et restant finie quel que soit wu, Ce quotient est alors une cons- 
tante que l'on détermine en donnant a wv une valeur particuliére.) 


SS OO 


CHAPITRE Y. 


ETUDE DES VALBURS REELLES DE snu, cnu, dnu, 
QUAND K ET K’ SONT REELS. APPLICATIONS. ‘ 


Nous nous proposons, en yue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une étude analogue a celle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 


1 


. ® /, . 5 . 
dans ce Chapitre, que w et = sont réels, ce qui revient a sup- 


poser K et K’ réels. De plus, K: K’ devant étre positif (n° 72), 
nous pourrons supposer K et K’ positifs. 


I I, — K er. K’ ‘peers, 


104. Le module est réel et moindre que 1. — K et K’ étant 
réels, il en est de méme de g (n° 72) et, par suite, de H,(o), 
0(0), 8,(0), (n° 80). Dés lors, & et k’ sont réels et positifs (n° 85). 
Et, comme on a 
: ke+ k'?=1, 
le module & et le module complémentaire 4’ sont tous deux com- 
pris entre o et 1. 


105. Argument réel. — Considérons d’abord la fonction 


I Hew) 


VE Wu) 


Quand w varie en restant réel de o a K, z est réel puisque, dans 


4&= $snu = 


les développements en séries trigonométriques de H(w) et O(w), 
tout est réel; dans cet intervalle z varie d’une maniére continue, 
puisque O(w) ne s’annule qu’aux points u=2mK-+(2n+1)tK., 
De plus, la dérivée 

dz 


— = cnu dnu 
du 
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garde un signe constant, puisque les fonctions H,(w), 0, (wv), 
@(u) ne s’annulent pour aucune valeur comprise entre o et K; 
cette dérivée est égale 4 1 pour uw = 0; donc elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snw est croissante : elle est 
nulle pour vu = 0, et égale 4 1 pour w= K. 
De la variation de snu, on déduit celle de cnu et dnu, quand wu 
varie de o a K. En effet, 
Oi = Vi—sn2u 
varie de 1 a0, et 
dnu= Vi— k?sn?u 
varie de 1 ak’. 
On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout 
intervalle réel en se rappelant que snw est impaire, que cnu 
et dnu sont paires, et que l’on a 


sn(u+2K)=— snu, 
cn(u+2K)=— cnu, 
dn(u+2K)= dnu. 


, 


106. Argument de la forme » + 7K’, « réel. — L’égalité 


aan I 
sn(e + 72K’) = 


\ ksne 


~ 


donne immédtatement la variation de snu quand 
w= 9-57 K 


et que ¢ varie de o a K. Comme sne croit de 0 41, sn(v + 7K’) 
P A Aa) | 
décroit de + oa = 
” 


Les fonctions 
cnu = V/1— sn2u, dnu=Vt—F sn2u 


sont purement imaginaires pour ces valeurs dé w. 


107. Argument purement imaginaire. — Les séries trigono- 
métriques définissant H, ©, H,, @, (ou encore les formules du 
n°? 82) montrent immédiatement que, u étant réel, H(tw) est 
purement imaginaire; @(/w), H, (cw) et 0, (cw) sont réels. Donc, 
sniu est purement imaginaire ; cnvu et dniu sont réels. 
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Pour étudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priétés en évidence, nous nous servirons des formules du n° 82, 
relatives 4 léchange de K et K’. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sniu, cniu, 
dnzw, construites avec les périodes 2K et 27K’, a d'autres fone- 
tions snu, cnu, dnu, construites avec les périodes 2K’ et a7K. 

On a par définition 
@,(0) H(u) O(o) Hi(u) 

(oO GA. one ee. Belo), Cae 


snu = 


Transformons sniu en nous servant des formules suivantes 
démontrées n° 82 : 
aa Tur 
e *®R H(iw|K, iK’) = BiH(u|K’, 7K), 


™ wu? 


e **® @(iw|K, 2K’) = B Hy(u| K’, iK); 


nous avons d’abord 


H(iw|K, 7K’) _ , H(i | K’, 7K) 
@(tw[K, 7K’) Hy (u| kK’, ke 


puis, d’une maniére analogue, 


@,(o|K, aK’) — O:(0| K’. iK) 
: H,(o| K, 2K’) ~~ @(0[ K’, 7K)’ 


et nous déduisons de la 
; ive at SN (te Kee) 
+ AN SER ieee rg Ta WORT 


en désignant par sn(w| K, 7K’) la fonction snwu construite avec les 
périodes 2K et atK’, et par sn(u|K’, cK) celle qui s’en déduit 
par l’échange de K et K’. 
En raisonnant de méme et en employant des notations ana- 
logues, on démontrerait les deux autres formules 
n(iu|K,.iK’) = ; 
eats ie Sy enc PK eer Ky) 
; : dn(u| K’, cK) 
K, ¢K') = ———___-__. 
dn(zuw|K, cK’) SVEN eae 


| 


Ainsi, quand w est réel, la fonction snzuw prend des valeurs 


i 
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purement imaginaires, tandis que cnzu et dniu sont réels. Il serait 
facile de suivre les variations de ces derniéres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d’étudier leurs variations quand wu varie deoa Kee 
Ainsi la fonction en(u|K’, ¢K) varie de 1 a 0, d’aprés ce qu’ona 
vu pour les arguments réels; done en(iw| K, 7K’) croit de 1 a--o. 


108. Argument de la forme K + ‘uw, u réel. — Prenons mainte- 
nant un argument de la forme K + cu en supposant que wu est réel 


et croit deo a K. On a d’abord 
cnt. 


sn(K+72u) = ae 


5 )' . , , 
puis, en. se servant des formules précédentes et mettant les 


périodes en évidence, on trouve 
1 


sn(K + zu| K, cK’) = duta kU ak 


La fonction est done réelle et varie d’une maniére continue 
quand wu varie de o 4 K’, c’est-a-dire de o a la demi-période réelle 
de la fonction dn qui figure au dénominateur. Appelons pour un 
instant k, le module des fonctions elliptiques sn(w|K’, 7K), 
en(w|K’, cK), dn(w|K’, 7K): nous avons yu que, quand wu varie 
de o a la demi-période réelle K’, sn(w [Ke KY. eraiti-de* ofa as 
dn(w|K’, ¢K) décroit constamment de 1 a \/1 — k?. Donc, quand wu 
croit de o a K’, la fonction 


sn(K + cw |K, 7K’) 
croit constamment de 1 4 ————.- 


TF 


On peut trouver directement les valeurs extrémes de la fariowane 


pour w= 0, elle est bien égale a 1 puisque snK=1; quand 
x . ‘5 x! 
u = K’, elle devient égale a z) comme le montre la formule 
u 
1 


POE ET ksne’ 


dans laquelle on fait » = K. On doit donc avoir 


1 I 


Faery Week. 


Le module des fonctions nouvelles sn(u [Kick yeas 
est positif (n° 104), est done k’. 
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Dvailleurs, on peut calculer directement 4,, sans ambiguité de 
signe, en s'appuyant sur les formules des n° 82 et 85, qui donnent 


IK’ 7K 2 Grau 
ky = Jae | = [ Sa aera xg) 


@i(0|K, ik @1(0| K, 2K’) 


109. Résumé. — Les résultats précédents peuvent se résumer 
ainsi. Soient Ox, Oy deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA=K, sur Oy OB=K’ et soit C le quatriéme sommet du 
rectangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont l’affixe est uw décrit successivement les 


I 9 y ‘ f ~thsl : 
cétés OA, AC, CB, la valeur de snw varie deo a1, dei a 7) pus 
au 


STs ks o ete 0) I 7 tO 


On formerait de méme pour cnw et dnu les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cétés du 


rectangle OACB : 


Lap I es \ O B 
CINUEs esos a) I — 2£ 
Th he aE CG A. O B ‘ 
Ohio ease o ad I eo 
likey ole 
Gg 
B (8 
A -2c 


En étudiant chacune des fonctions snu, cnu, dnu dans linté- 
rieur du parallélogramme de périodes P,, P,, P; qui lui corres- 
pond (n° 88), on démontrerait (cf. n° 58, Remarque) que les 
trois fonctions précédentes sont imaginaires a lintérieur du rec- 
tangle OABC; et que les seules valeurs de u, qui rendent réelles 
ces fonctions, se déduisent de celles que nous venons d’indiquer 
par le changement de wu en — u et par l’addition d’expressions de 
la forme mK + nik’ (od m etn sont entiers, m étant pair pour 
snu et cnu, et mn étant pair pour cnu et dnu). 
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110. Expression des périodes par des intégrales définies. — La 


fonction 
2= SHU 


satisfait a l’équation différentielle 


dz 
du 


=cnudnu, 


qui peut s’écrire 
i dz 


i i SS SS SSS 
V(1— 22) (1 k2 2?) 


Quand w varie de oa K, < est réel et croit constamment de o 


a1 (n° 105); on a done 


Kf ee 
0 (E22 — B22) 


le radical étant pris positivement, puisque K est positif. 
D’autre part, si lon pose 


Wim tare 


; 


3 . . . > im ec MAL 
et sil’on fait varier € de o A K’, snu croit constamment de 1a 73 


on en déduit 
1 


ska f° os 
V (1 — 22) — Kk? 22 


&*) 


Or, en faisant le changement de variable, 


Vintégrale devient j / i 


K’ est done déterminé par Pégalité 


Kap Vv Sas x 


ou le radical doit étre pris positivement, puisque K’ doit étre 
positif, 


On voit que K’ est défini a Vaide du module complémentaire 4’ 
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comme K est défint 4 Vaide du module 4; par suite, quand on 
remplace k par 4’, on échange par la méme K et K’. C’est, sous 
une autre forme, le résultat que nous avons déja trouvé, quand 


nous avons montré que le module des fonctions sn(u|K’, cK), ... 
est égal a 4’ (n° 108). 


111. Relations entre K, K’ et &. — Les deux quantités K et K’, 
exprimées sous forme d’intégrales détinies 


os ds : dz 
(1) K= f 3 K'= [ ; 
0 Vii 82) 1 — kz?) 0 V(1— 32) (1 — K'2.22) 


ou 

eae he, 
apparaissent comme des fonctions de la seule quantité k. Elles 
sont donc liées par une relation. Cette relation est celle que lon 
a établie, entre K et K’, pour rendre le multiplicateur 


sn uw 


o = lim 
5 
u=0 U 


égal a 1. Cette relation peut s’écrire (n° 94) 


(29 \ eae pA 


Ainsi les fonctions K et K’ de ’, définies par les relations (1), 
vérifient cette relation. 

Les fonctions sn, en, dn, construites avec K et 7K’, sont done 
déterminées dés que l’on connait A. Aussi, au lieu de les écrire 
sn(w|K, cK’), les écrit-on plus simplement sn(u, &), cn(u, 4), 
dn(u, &). Par le changement de & en k’, K et K' s’échangent. 

Les fonctions sn(w|K’, cK), ... s’écriront donc sn (uw, k’), 
en(u,k'), dn(u, k'). Avee ces notations, les formules établies 
plus haut pour l’argument purement imaginaire deviennent 

i 
sn(tu, k)=t aaa 
1 
cn(u, ia 
dn(u, kK’) 
cn(u, k’) 


COM shoe 


dn(tu, k)= 


APPELL ET LACOUR,. It 
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Par exemple, si l’on se place dans un cas de dégénérescence 
(n° 98), k=0, ona Kk! =1, et la deuxiéme formule donne 
eu + en" 
COs tu = Eeey ok D 
Le module k peut prendre une valeur réelle quelconque com- 
prise entre o et 1. En effet, dans la théorie que nous venons de 
développer, nous avons vu que, les deux quantités réelles et posi- 
tives K et K’ étant choisies de facon a vérifier /équation (2), le 
multiplicateur est égal 4 1, et le module & donné par 


Vy eas VG +2VGI4.-- pe 
0, (0) 


LAO fete NM Sub 
nous avons démontré ensuite que le module complémentaire 4’ 
s’obtient en permutant K et K’, ce qui donne 


orgies Voy Gh ae —% 
Per rw eee : 


e K ; ane 
Quand le rapport — tend vers zéro par valeurs positives, q et 
K 


tendent vers zéro; quand ce rapport tend vers +a, gy et k 
tendent vers 0, A vers 1; d’ailleurs, nous avons observé (n° 81, 
Great, et 
une observation analogue s'apphquea kK’, relativementag,. Donc, le 


Remarque ) que k estune fonction holomorphe de g pour 


rapport 7 variant d’une facon continue de 0 a + ~%, & varie d’une 
facon continue de o a 1; 11 passe done par toutes les valeurs posi- 
tives inférieures a1. Enfin, on peut écrire (n° 81) : 
k= (R) Gi ei elie ORO on Ae 
C= = = 
R (ll 4e 9g \Cls=ge (1 = g?)... ; 


ce qui montre que, g croissant de o a1, k’ va constamment en 
décroissant; par suite, 4 va constamment en croissant, ef prend. 
une fois et une fois seulement toute valeur ky comprise entre o 
et 1. D’aprés la théorie que nous avons développée, les détermina- 
tions de K et K’ qui font acquérir 4% la valeur k, sont données 
par les intégrales définies (1) ot on a remplacé / par ky; et, si 
Von désigne par sn(u, ky) la fonction snu de module ks que Von 


vient de construire, on peut dire, dés maintenant, que le sym- 


9 
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bole sn(w, ’) a un sens parfaitement défini pour 4 réel et compris 
entre 0 et 1. 


/ 
112. Inversion. — Supposons que, & étant un nombre positif 
moindre que 1, on ait trouvé entre wu et s une relation de la forme 


(3) u= f 2 ___.. 
oy (1 — 22 (1 Ke 22) 


\ 
On calculera les demi-périodes K et 1K’ par les intégrales 
définies (1). On construira ensuite les fonctions H, 0, H,, 94, 


sn(u,k), en(u, k), dn(u, &) correspondantes, et, d’aprés la con- 
clusion du n° 141, on pourra écrire 


u =: arg snZ, B= SMU, 
fr— 22?= enw, Vi—2z2=dnu. 


Ainsi, en vertu des résultats du n° 141, le probléme de l’in- 


version de Vintégrale (3) se trouve actuellement résolu en toute 
rigueur pour / réel et compris entre o et 1; c’est la un résultat 
essentiel pour les applications que nous traiterons dans ce Cha- 
pitre (n° 97). 


115. Expression de K par une série hypergéométrique. — 
Dans la formule qui définit K par une intégrale définie, faisons 


ple 
K =p (1— Fk? sin?e) * do. 
0 


Développons, par la formule du binome, la quantité sous le 


goa sine : on aura 


eA 


signe d’intégration 


, zal Ml Poet Oe —— I : 
(1— sin? eg) 2? =r + > kn ginte g, 
Sie! Dyin Omg AAD 


D’aprés une formule due a Wallis et facile a vérifier, on a 


us 
2 


in2/ = 
ae sin?” o dp = 
0 


wla 


hy 
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Done enfin 


T 1\2 f.3'\2 {eos Dit — LA | 
= 5 hue, TW ce eg N er 
K= [1+ (5) i + (3) ee ( 2:34.62 .2R ) 


\ 


La série ainsi obtenue est un cas particulier de la série hyper- 
eéométrique de Gauss 
a(a+1)B(B+1) 2? 
wad Ra AG of iwalt Aaa 
y(y +1) re, 


| (eB Ahr Nea 82) eee Br + 


ab a 
v1 
convergente pour |x| <1. 

On a, en effet, 


\ 


K=2R(s, a 1, A). 
o 2 ie 


t 


114. Valeurs réelles de pu, dans le cas ou w et ~ sont réels, 


rattachées a celles de sn?u. — Supposons que la fonction pw soit 


t 
: Bo w - 
construite avec deux périodes 2 et 2’ telles que w et = soient 
réels. Nous avons étudié ce cas en détail (Chap. IIL). Nous pou- 
vons, a titre d’exercice, rattacher les résultats que nous avons 
obtenus a ceux du présent paragraphe, en nous servant de la 
relation entre les fonctions p et sn. Nous avons trouvé en général 


(n° 99) 


1+ k2 I 
pote anne 
o & 
2 sn? — 
i 
avec 
KA = 2Ww, 2tK'r => 20, 
P I €5 — 63 €4 — @o 
Nase =. jee [TD 
€4 — 63 €y— €3 €4— &3 


Dans le cas actuel, le polynome 
a ses racines réelles (n° 57 


est positif (n°? 46). De plus, e, > e. >e;. Alors 42> 0; la valeur 
de A? est réelle et comprise entre o et 1; les périodes 2K et 27K’ 
de la fonction sn?w sont, la premiére réelle, la seconde ‘purement 
imaginaire. D’aprés cela, quand u est réel, pu est évidemment 
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réelle. Nous avons vu (n° 56) que, argument wu étant purement 
imaginaire, pw est encore réelle; cela résulte de la formule 


p(tu; So, 3) =— P(U; £2, — &3). 


Nous allons vérifier cette formule en nous servant de l’égalité qui 
raméne pw a la fonction sn? uv. Cherchons l’expression de 


p(U; 82, — 83). 
Quand on change g3 en — gy; dans l’équation 
Dae) ea ey 


on change les signes des trois racines é€,, @2, €3; Ou, en précisant, 
S1 €;, €y, @; sont les racines de |’équation précédente rangées par 
ordre de grandeur décroissante, les racines de l’équation 


UE re CS eR eles 
rangées aussi par ordre de grandeur décroissante, seront 
e, =— 63, e = — ea, €3=— 413 
le carré du module de p(u, g2— gs) est égal a 


ey — e's peer 
e,— €3 €1— @3 
On voit que c’est le carré du complément du module de la fonc- 
tion p(u; 22, g3); le multiplicateur de p(u; g2, — gs) est 
I 1 


2 = ——— SO sas 
€,— &3 €1 — €3 


il est le méme que pour la fonction p(u; £2, $3). 


En résumé, changer g3 en — g3 revient a changer / en Kk’, et 
Pona 
ae 1+ k2 I I 
PES) ag 88 eaten aro ae we 


et la formule a vérifier 


P(tU; §2, §3) =— P(4; 8&2, — 83) 
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équivaut a celle-ci : 


1+ k 1 ‘fe. 1+ k? I I 
—-—= tS ; _= —- - , 
2 2 UL i? i? Ws es 
A me (4 K) : on? (Z, K) 
3 i ee 
. i he ie 
ou, en tenant compte de la relation A? + k?—=1 et en posant 7 = 9, 

I I are 
sn2(ip, k)  sn2(v, k') z 


or cette égalité résulte immédiatement de la formule suivante, 
démontrée au n° 107 : 


: isn(v, k’) 
Se) 
en(¢, k’) 
Variation des valeurs réelles de pu. — Partons de la for- 
mule (n° 99) 
4 Cj — e693 
Pp uU= 63+ ° 


We Sax ~ kK Le ; . ; 
Quand = croit deo a K, snz croit de o a1; en méme temps, 
u croit de o aw et pu décroit de + ae. 
am u - mS : : : ee. a 
Si l'on pose [= K + i¢ et si l’on fait varier ¢ de o a K’, sn? + 


I €4— 63 


varie de 1 a ; en méme temps, ona 


w 


Kk? Rel €g— &€3 


U = wW + wt, ; 


t,(= At) croissant par valeurs réelles de o aw’, pu va constam- 
ment en décroissant, depuis e, Jusqu’a ey. 
a u ; ne : P : u 
Si l’on pose = tK’-+ ¢ et sil’on fait croitre ¢ de o a K, sn? = 


pavictee al ‘ 
décroit de + aA ja) en méme temps, on a 


py Ems Oye ta; 


¢, croissant par valeurs réelles de o aw, pu croit constamment de 
€3 a eo. 


t 
* . A Rat 
Enfin posons u = (t, faisons croitre ¢ de o a — et servons-nous 
U 


de la formule 


Pit; $2, 3) =— p(t; 82, — 83). 
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eet 2 . ; . 20! 
Les périodes de la fonction écrite au second membre sont ; 


el 20, puisqu’en changeant le signe de g3 on échange / et k', par 
Ul 
; a 3) : , 
-suite K et K’; on change donc w et w’ en = eb lw. D’aprés cela, 
. eae) FAS wa 2 2 
quand ¢ varie deo a =» hous sommes dans un cas déja étude ; 


P(U; $2 — g3) décroit de Pinfini a la plus grande des racines de 
Péquation 


NOES SI eee (A), 


5 e c : 5 ° 4 wy’ ; Pee § 
c’est- a-dire — é,. Ainsi, ¢ variant deo a —, p(t; $2, — 83) décroit 


de +a 


é, et par suite p(u; 22, gy) croit de — a4 e;. 
En résumé : 


1° Quand w croit par valeurs réelles deo aw, pu décroit de 
+04 €,; | 
2° Quand on a u=w-+ lt et que ¢ croit par valeurs réelles 


t 
no) ees : 
deoa—, pu décroit de e, a ez; 
7 ; 


3° Quand on au =w'-+ Let que ¢ croit par valeurs réelles de o 
aw, pu croil de @; a ey; 


4° Quand ona w=il et que ¢ croit par valeurs réelles de o 


I 
. w < ‘ 
a —, pu croit de —owaes. 
U 


Cette discussion a déja été résumée au n° 59. Nous pouvons 
d’abord en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur 
réelle. D’ailleurs, comme on I’a déja observe, l’équation 


pu— pe=o, 


n’a que deux racines dans un parallélogramme des périodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique admettant zéro comme pole double et n’admettant pas 
d’autres poles dans un parallélogramme des périodes qui contient 
zéro. Les deux racines sont évidemment, a des multiples prés des 
périodes, égales a + ¢ et — 9. 

Nous avons ainsi retrouvé toutes les valeurs de wu pour lesquelles 
la fonction pu est réelle. 
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Etude de la dérivée pour les valeurs qui rendent la fonction 
réelle. — D’aprés léquation 


D2 = 4D — ey) De — eon) Ue) 


la dérivée p'u est réelle quand pw est supérieure a €, ou comprise 
entre @) el e;; elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Voyons, avec plus de détails, comment se comporte la dérivée 
dans les cas examinés au paragraphe précédent : 

1° Quand wv croit deo aw, pu décroit constamment; la dérivée 
s 


est réelle et négative ; 


r 


- ri . Ww ~ a 
2° Quand on a u=w-+ it et que ¢ croit deoa =) pu décroit 


constamment, p/u est purement imaginaire, la dérivée de pu par 


: ; : 2 Coa Sy Ee eee 
rapport a ¢ est negative; cette dérivée est tip u, aims} ns est 
positive ; 

3° Quand on a u=w'+¢t et que ¢ croit de 0 a w, pu croit 


constamment, p/w est réelle et positive ; 


t 


; kK SE US ‘3 
4° Quand on a u= it et que ¢ croit de oa —, pu croit cons- 
L 


tamment; 7 p’u est donc réelle et positive. 


Dans chacun des cas précédents, on a examiné seulement un 
intervalle correspondant a une demi-période. En se servant de ce 
que la fonction pw est paire et admet les périodes 2, 2w!, on 
vérifiera sans peine le résultat suivant, se rapportant aux cas ou pu 
est réelle : 

La dérivée change de signe quand la partie réelle de u passe 
par un multiple de w ou quand le coefficient ce ¢ passe par un 


multiple de af 
t 


Il. — BiQuADRATIQUE GAUCHE. SURFACE DES ONDES. 


115. Equations de la biquadratique. — La courbe définie par 
les équations 
\ Lp ea Sali 
= Cnty 


= dnu, 


(1) 


dans lesquelles uv désigne un parameétre variable, est l’intersection 
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de deux surfaces du second degré, puisque l’on a entre z, y, z les 


deux relations 
f= B+y?—1=0, 


9 = kat s2@—1=0 


et, d’autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener a cette forme les équations d’une biquadra- 
tique gauche, et cela de telle sorte que |’on ait 0 < A? <1, ce qui 
assure la possibilité de la représentation elliptique (1) (n° 412). 
Nous allons indiquer les propriétés les plus simples de cette 
courbe, en nous servant de la représentation paramétrique précé- 
dente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire 
choix d’un systéme de périodes qui appartiennent 4 la fois aux 
trois fonctions snu, cnu, dnu. Or, le plus simple des couples de 
périodes communs a ces fonctions est le couple 4K, 47. K’. Envi- 
sagées 4 ce point de vue, ce sont des fonctions elliptiques que 
lon pourrait exprimer rationnellement a l'aide de la fonction 
p(u|3K, 27K’), construite avec ces mémes périodes, et de la 
dérivée de cette fonction. 

Soit P un parallélogramme des périodes 4K et 47K’ construit 
sur les deux périodes communes a snu, cnu, dnu. Nous allons 
montrer @abord qu’a chaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (1) font correspondre une seule valeur de wu dans le parallé- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 


L= 2; 


nous obtiendrons quatre points M,, Mz, M;, M,, en associant a 
x = x, les quatre systémes de valeurs 


yo=tyVi—z2?, gatyVi—kz?. 


D’autre part, l’équation z = x, donne 
Shi —_ oO} 
la fonction elliptuque snu — x, ayant dans le parallélogramme P 
des périodes 4K et 47K’ quatre poles simples, 4 savoir les pdles 
de snu, y posséde quatre zéros Uy, Uy, Us, U,, dont les trois der- 
niers sont les homologues respectifs de 


2K— uy, © 27K 2 u,, 2K = ogK’— u;; 
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si a uw, correspond le point My (ay, 71, 31) de la biquadratique, a 
Uy, U3, U, correspondent respectivement les points Mo (41, —1, 21)5 
M;(21, —¥1, — 41); M, (24, ¥%41, —21)- En définitive, a lun 
quelconque des points de la biquadratique, soit M,, correspond, 
dans P, une seule valeur uw, de wu : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable w, il correspond au point M, une 


infinité de valeurs de w données par la formule 


U=t+4miK + Antik’ 


(met n entiers). On a donc une représentation paramétrique par- 
faite de la courbe. 

Enfin on verrzit, comme au n° 62, que l'une ou l’autre des for- 
mules uwj;=eu+a (e?=1) définit une transformation biration- 
nelle de la biquadratique en elle-méme; en sappuyant sur les 
relations du n° 92, on trouvera aussitOt que cette transformation 
peut étre écrite explicitement de la facon suivante : 


al jE al [ 


scda+sys cy—esdsx dz—ctk*scazy 1— ks? a 


(on a posé:s ="su0, ic = cha. =—dna)y 

116. Forme de la courbe. — On apercoit immédiatement la 

forme de la courbe, en remarquant qu'elle est symétrique par 
a ? s 

rapport aux plans de coordonnées, et qu'elle se projette sur zOy 

suivant un cercle, sur Os suivant une ellipse, sur yOs suivant 

une hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier argument pour obtenir 
tous les points réels de la courbe; x ety étant supposés réels, la 
relation 

TES Vey 


montre que chacune des quantités sn?u, cn2u est plus peuite 
que 1 et Pon en conclut que w est réel, a un multiple prés 
de at K’. 

Or, on a déja observé (n°? 115) que les points M, et M, (de 
paramétres w, et u,+ 2tK’) sont symeétriques par rapport a axe 
les x, et que les points M, et My (de paramétres uw, et 2K — u,) 
sont symétriques par rapport au plan des zx. Enfin, les points 
de paramétres uw et — wu sont symétriques par rapport au plan 
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des yz. Dés lors, pour construire la courbe, il suffira-de faire 
varier wu depuis o jusqu’a K. Nous obtiendrons ainsi un arc BA de 
la courbe situé au-dessus du plan des xy, allant d’un sommet situé 
dans le plan des yz Aun sommet situé dans le plan des sz. U 
restera ensuite & compléter la courbe en se servant des symétries 
indiquées, 


117. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un méme plan. — L’équation qui détermine les paramétres des 
points d’intersection de la courbe avec le plan 


Av+By+Cs+D=o0 


Covey Asnu+ Benu+Cdnu+D=o. 


Le premier membre est une fonction doublement périodique aux 
périodes. 4K et 4¢K’ admettant dans un parallélogramme des 
périodes quatre infinis qui sont les zéros de @(w), par exemple 
les points 

UK’, tK’+ 2K, —c7K'’, —cK'+ 2K. 

La fonction (2) a done dans un parallélogramme quatre zéros 
Uy, Uz, U3, U, Correspondant aux quatre points d’intersection du 
plan avec la courbe. La courbe est done bien du quatriéme ordre ; 
de plus, la somme des zéros ne différe de la somme des infinis que 
par des multiples des périodes 4K et 47K’ : on a done 


(3) Uy Ug U3z+ U,= 4mK-+- 4nek’, 


m etn entiers. Cette condition nécessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points, en ligne droite sur une cubique plane (n° 61). 


Plans bitangents menés par une tangente donnée. — Soient uy 
le parametre du point de contact M, de la tangente donnée et u le 
paramétre du deuxiéme point de contact M; ona 


2U+2U,= 4mK+ fnik’, 


u =— Uy, + 2MK = 2antk’. 


Comme deux valeurs de u qui ne différent que par des multiples. 
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de 4K et 47K’ donnent le méme point de la courbe, i suffit d’attri- 
buer a chacun des nombres entiers m et n les valeurs o et 1 et, 


par suite, de considérer quatre valeurs de w, savoir 


—~ ii — myo Ke he — a aK ak: 


Il y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en M,; les points de contact sont les symétriques du point M, par 
rapport aux trois plans de coordonnées et par rapport a Porigine. 
On yoit de plus que les quatre plans bitangents menés par la 
tangente en M, sont les plans tangents aux quatre cones du second 
ordre passant par la biquadratique (trois de ces cénes se réduisent 
ici 4 des cylindres ). 

Il est facile de déduire de la que le rapport anharmonique. 
des quatre plans bitangents menés par la tangente en M, reste 
fixe quand le point M, se déplace sur la courbe. En effet, les 
équations des quatre cones sont | 


Les équations des plans tangents au point M, sont de la forme 
Pe=—0, Q—k?P =o, 
Q =o, QB S20; 


le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal a k2. Il est 
constant et Pon voit que sa valeur donne le carré du module des 
fonctions elliptiques qui ont seryi a la représentation paramé- 
trique. 

Si lon prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
étant au pomt M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m, de la tangente en M,; les plans que lon peut 
mener par cette tangente ct les tangentes ala courbe de Pespace 
ont pour traces les tangentes a la cubique menées par le point m,. 
D’ot ce théoréme : 


D’un point pris sur une cubique on peut encore mener quatre 


tangentes & la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant. 


; 


ray 
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Points de rencontre de deux tangentes a la biquadratique. 
— D’aprés ce que nous venons de voir, si deux tangentes sont 
dans un méme plan et ne sont pas paralléles, leur point de ren- 
contre est situé dans l’un des plans de coordonnées. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situés dans le plan x = 0, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe décrite dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadra- 
tique. On trouve sans peine que ce lieu peut étre représenté par 
les équations 

i} I 


§ aes Ya fs 


? 
cnu dau 


et qu’il est du quatriéme degré. 
Cette lene et les lignes analogues situées dans les autres plans 
de coordonnées et le plan de Vinfini sont les henes doubles de la 
Pp 8 
surface du huitiéme ordre engendrée par les tangentes a la biqua- 
8 | £ q 
dratique. 


118. Plans osculateurs menés a la courbe par un point de la 
courbe. —- Supposons que trois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. Li relation entre les 
paramétres de ces quatre points devient 

i Ww+3u=4mK+ gnik’ 
ou bien 


I] suffit de donner a chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, 1, 2. lly a done neuf plans osculateurs menés a la courbe, par 
le point M,; trois de ces plans seulement sont réels. Quand on 
projette la courbe, le point de vue étant en M,, les traces de 
ces plans deviennent des tangentes d’inflexion de la cubique. 


Plans surosculateurs. — Si les quatre points d’intersection de 
la courbe avec un plan viennent se confondre, la relation entre les 
parameétres de ces quatre points devient 

4fu=4mK+ 4Gnik’ 
ou bien 
u=mK= nvK. 


Chacun des entiers m etn pouvant prendre quatre valeurs 0, 1, 
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2, 3, on trouve 16 points. Ces points (dont 8 seulement sont 
réels) sont les sommets de la courbe :.un des plans correspon- 
dants est la limite d’un plan bitangent dont les deux points de 


contact sont venus se confondre. 


119. Détermination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considérons une corde joignant deux points 
quelconques M,, M, de la biquadratique; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant M, M, 
comme génératrice rectiligne. Si l’on méne un plan par la corde 
M,M, et si M{, M4 sont les deux nouveaux points d’intersection 
de la courbe par ce plan, la droite MM) est une génératrice de 
Ja surface S et une génératrice du second systéme, en appelant 
premier systéme celui auquel appartient la droite M,M,. En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
M,, Ms, M’, M; sont dans un méme plan 


Uj + Ugt uy + uy = 4{mb+ Gnih, 


on voit quune génératrice d'un systéme délterminé de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe d’un systéme de génératrices a l'autre pour une méme sur- 
face du second ordre; elle est égale 4 une demi-période o, 2K, 
2tK', ou 2K + 27K’ quand la surface est l'un des quatre cones du 
second ordre quit passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considérer des polygones dont 
les cotés sont des génératrices d’une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu’un polygone ainsi défini se ferme. 

Tout dabord, les polygones doivent avoir un nombre pair de 
cétés; de plus, les arguments de deux sommets consécutifs sont 
liés par les relations suivantes, dont les deux formes correspondent 
aux deux systémes de eénératrices : 

Uj+tuU, =C, 
— (U.+ U3) =C, 
Uztu, =C, 


— (U,-+ Us) 


il 
ie 
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(Je signe de congruence = signifiant ici que l’égalité a lieu a des 
multiples prés des périodes 4K et 41K’). Sil’on veut, par exemple, 
avoir un quadrilatére, on exprimera que wu; ne différe de w, que 
par des multiples des périodes 4K et 47K’. En ajoutant membre 
a membre les équations précédentes on trouve 


4G =4mK + 4ntk’; 


C doit étre un quart de période. Les quadrilatéres ne se ferment 
| | { 
que st la surface considérée correspond a une telle détermination 
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi définie. 
J I 
Il résulte de ce qui précéde gu’une surface du second ordre 
eat q 
passant par la biquadratique est caractérisée par un argument 
elliptique défini au signe pres. 
est aisé de vérifier directement ce résultat. L’équation @éné- 

NH est | fier directement ltat. L’équation géné 

rale des quadriques (Q) passant par la biquadratique s écrit 


w+ y2—1+A(k?xt?+ 22-1) =0. 


Ces quadriques ne peuvent avoir leurs génératrices réelles que 


—} <0; les deux cas étant exacte- 


— 
~ — 


pour 4?) < —1 ou pour — 1 
ment analogues, bornons-nous au;premier. On peut poser alors 
z \) 


A = — k2sn2a: 


Pargument réel a@ (défini au signe prés, et 4 des multiples prés 
de 2h et 2¢K’) caractérisera une quadrique (Q); cect fait, les 
équations une génératrice (D) d’un systéme de (Q) s’écriront : 


K(ysna—xcena)=oe (s—dna), 


iy 


k(ysna + acna)=o1(z2+ dna). 


t 


Substituons a x, y, = leurs expressions (1); ces équations vont 
devenir deux équations en u, dont la premiére admet dans un 
parallélogramme (aux périodes 4K, 47K’) quatre racines; parmi 
ces racines, il en est deux, a et 2K + a, qui ne conviennent pas 
a la seconde équation. Les deux autres, wu, et uz, sont les para- 
métres des intersections de (D) avec la biquadratique; elles satis- 


font a la relation 
Uy + Uy =—2a—2K. 


On a ainsi la valeur de la constante C de tout 4 Vheure en fonc- 
tion de ’argument elliptique qui répond a (Q). 
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On traiterait de méme le cas des génératrices du second systeme, 
Pour \? <1, on poserait A= — sn?6. 

Observons enfin que la représentation précédente permettrait 
détudier aisément le cas of (Q) est Pun des quatre cones du 


, : Spink oaks th 
second ordre passant par la biquadratique. 


420), Equation de la surface des ondes. — La surface des ondes 
peut étre définie de la facon suivante. Etant donné un ellip- 
soide (E) qui, rapporté a trois axes rectangulaires, a pour équa- 

\ 


tion 


ig ie an ica), 


on le coupe par le plan (P), passant par le centre O, et d’équation 
Az+By+Cz=0; 


sur la normale ON au plan (P) menée par O, on porte a partir 
de O, dans un sens quelconque, des longueurs OM’, OM" égales 
aux demi-axes de la section de (E) par (P) : le heu des points M’, 
M" est, par définition, la surface ‘des ondes (S) relative a (E). 
Afin de trouver l’équation de cette surface, formons d’abord 
’équation aux longueurs des demi-axes de la section variable. 
Pour que le point m (&, 4, ¢) soit un sommet de cette section, il 
faut et il suffit que le plan tangent a (E) en M coupe (P) suivant 
une normale 4 Om; en d’autres termes, il faut et il suffit que la 


normale a (E) en m (de paramétres directeurs proportionnels 


k Thane f a oe 
es a? =) soit dans le plan OmN; or cette condition entraine 


existence de deux quantités f, g, telles que Von ait 


iy 


2 


ce 


oss) 


(4) 


ww 


rs 
=ft+ea, gi Sat 88, a 


R 


Ajoutons membre a membre les équations précédentes, aprés les 


avoir multipliées respectivement par &, 4, ¢; nous aurons 
} 


frst, 


en désignant par # la longueur du demi-axe Om. Les équations (4) 
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donneront alors 


3 Aa % BG? ¢ Cee 
Se ae eae >? ee >? Bt ka Nee a? 
er; r2 — a2 gr Pres B er p22 


écrivons enfin que m appartient a (P), et nous obtiendrons 
l’équation aux longueurs des demi-axes de la section sous la forme 


Ceci posé, désignons maintenant par x, y, 3 les coordonnées de 
Pun des points M’ ou M’; nous aurons 


ye? a2 22 4/2 a2 22 
Ree asely Sac {74 


| 
2 


D+ 2+ 32 a? x2 y+ 3 G2 x24 y2+ g2— ¥? wa 


Chassons les dénominateurs et supprimons le facteur 27+ y?+ 3?; 
nous obtiendrons l’équation de (S) sous la forme 


(m2 + y2 + 22) (a2 w+ Bry? + 7227) 
— (82+ 972) a2 2 — (Cy? + a2) B? y2— (22+ B2)y2 22+ 2 B27? — O. 


La surface est done du quatriéme ordre; elle est symétrique 
par rapport a lorigine, aux axes et aux plans de coordonnées, ce 
qui était évident @ priorc. La trace de la surface sur chacun des 
plans de coordonnées se décompose en deux coniques : montrons- 
le @abord en nous reportant a la définition géométrique du lieu. 
Si Pon coupe Vellipsoide (IZ) par un plan tournant autour de Pun 
des axes, Oy par exemple, Pun des demi-axes de la section est 
constamment égal a 6; l’autre est un demi-diamétre de l’ellipse 
principale située dans le plan sO z. Les points correspondants du 
lieu sont dans le plan sO xz, et ils sont situés sur un cercle ¢ de 
centre O et de rayon 8, ainsi que sur lellipse c, que l’on obtient en 
faisant tourner d’un angle droit autour de O lellipse principale, 
y =o, de (E). On vérifie d’ailleurs sur léquation de la surface (S) 
que sa trace sur le plan y = 0 est représentée par l’ensemble des 
équations 

ce (22-+ w2— B*) (2224 a2? 


APPELL ET LACOUR. 12 


Pa) =o, 
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et ce résultat nous conduit a mettre Péquation de la surface sous la 


forme 


(5) (BEE Ye aE Oe ae A Mea ve ae) 


saga Cases Ie oe 


que nous aurons a utiliser bientot. On trouverait, de méme, pour 


J 


les traces sur les autres plans de coordonnées 


Bi sOn (22+ y2— y?) (a2a2+ B2y2— aC). 


2=O0. (y2+ 52 — a2) (B2y2+ y222— B2y2) = 0, 


et Pon peut compléter ces résultats de la fagon suivante. Intro- 
duisons les coordonnées homogénes \, Y, Z, T au moyen des 


' 


relations 


en Vorl que ( S) coupe le plan de Pinfini T = o suivant les coniques 
inagimaires 


T=0, (X2+ Y2+ Z?)(o2X24 B2Y2+ 7222) =o. 
On peut done dire que la surface des ondes coupe chacune des 
faces du tétraédre de coordonnées XYZT —o suivant un systéeme 


de deux coniques, réelles ou imaginaires; chaque syst¢me de 


/ 
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coniques admet comme triangle conjugué commun le triangle 
suivant lequel la face considérée du tétraédre est coupée par 
les trois autres faces. D’ailleurs, on vérifie aisément que les quatre 
points communs aux coniques d’un systéme sont imaginaires a 
Vexception de ceux qui appartiennent au plan Y = o. 


121. Expression des coordonnées d’un point de la surface en 
fonction de deux paramétres elliptiques. — La forme (5) que nous 
venons de donner a l’équation de la surface des ondes va nous 
permettre de représenter trés simplement les coordonnées d’un 
point de la surface par des fonctions elliptiques de deux para- 
metres. 

En effet, Véquation (5) équivaut évidemment au systéme 
suivant : 
©) eaten Danese Hn rep ine ade 

Se Eh ee Pe) ERTS 
dans lequel 4 désigne un paramétre variable; pour une valeur 
constante attribuée a 4, les 6quations (6) représentent une biqua- 
dratique (C) située sur (S); et, A variant, (C) engendre la sur- 
face (S). 


De méme, (5) peut étre remplacée par le second systéme 


( r+ yr z2— 22 — ( a B2)e-2y2 y=), 


Pipes 
ep) 9 R99 9 2 2 2 
} a2 er + 62 yi + y2s2— a2y2—= (B2— y2)a2%p, 
dans lequel u. représente un nouveau paramétre variable. 
Cela étant, procédons comme au n° 115, et représentons les 
coordonnées d’un point variable de la biquadratique 4 = const. 


(ou p= const.) au moyen d’un paraméetre elliptique ¢ (ou w); 
nous aurons ainsi exprimé les coordonnées x, y, = d'un point 
de (S), solutions des systémes évidemment compatibles (6) et (7), 
par des fonctions elliptiques de deux paramétres u et ». Déve- 
loppons les calculs. 

De (6) et (7) on tire immédiatement 


oe TeQueet 2 
x? = §2(1—h) os —Co-w]. 
(8) xy? = at hy, 
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Posons alors 


h = cn2(u, k), p= one, 2), 
avec : 
Qu G2 as Oy eee 
hee= e P 7 (2 = — deel t “ 
ie pee G2 2 — v2 
Y P if 


L’existence des fonctions elliptiques précédentes est d ailleurs 
assurée (n° 112), car en vertu de notre hypothése fondamen- 
tale a> 6 > y (n° 120) A? et P sont bien compris entre o ett; 


ona, de plus, 


by ee ap 2 Pe tee OR 
k2= ¥ i 5 12= ' i 
Cera eae = See 2 Mees 
a2— v2 G2 a2— y? 


observons enfin que les quantités précédentes satistont aux rela 


tions 


(9) ak= Bl, B= yk 


que nous aurons souvent a utiliser. 
Ceci posé, aprés le changement de variables précédent, les 
équations (8) s’écriront : \ 


Be 


(10 ) Nees icd (Sl ie yia)) Cine a). 
| a SoG TL. TA rin 3), 
ou, sous forme abrégée, 

ih nahi Vy CICK, Oe Sa 


en attribuant Pindice 1 aux fonctions de Vargument ¢. 

Inversement; soient 2, y, s les coordonnées cartésiennes d’un 
point M de la surface; proposons-nous de trouver tous les 
couples de paramétres (u,¢) qut, substitués dans les seconds 
membres des équations (10), reproduisent ces coordonnées. 
Soient (tp, %) un couple répondant a la question; Waprés (6) 
et (7), A el p ne sont susceptibles que d’une seule valeur au 
point M; on devra done avoir 


cn2u = cn2 uo, CHP Hen2 pp" 


par suite (n° 88), on pourra écrire, 


U = (—1)PUp + 2amK + am'ik’, 


e =(—1)% 9 +2anL +2n'il’, 
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en désignant par m, m', n,n’, p, g des nombres entiers, par 4K 
et 2UK’ les périodes de sn(u, &) et par 4L, 27L’, celles de sn(, L). 
Exprimons alors que les couples précédents donnent a 2, y, = les 
mémes valeurs que le couple (wo, %), et il viendra (n° 86) 


mM+n=pH=qemin (mod 2), 


la congruence a= b(mod. c) signifiant, comme on sait, que a—b 
est un multiple de c. 

Prenons @abord p=o—q; la solution la plus générale des 
congruences précédentes sera donnée par les formules 


m=m+mi, m =n, — 1, 


t 


n=n+n, n’ =m,— mM, 
| mh \ « 
m,, m,, ny, nm, désignant de nouveaux entiers, el nous aurons 


U = Up t+ 2m,K + am, K + 2m,7K'— an tk’, 


0 = 0) +2m,tL'—2m),tl’+ 2nL + 2n}L; 


en d’autres termes, le couple (uw, ») se déduira du couple (wo, ¢9) 
par addition de multiples quelconques des quatre couples de 
periodes 


(Po Kesovn lin) (a =o 8) Cakes 9) (-— on Krol). 


Pour abréger, nous dirons que deux tels couples (wu, ¢), (Uy, 9) 
sont éqguivalents. 

Enfin, sil’on prend p=1 = q, on établira par un procédé analogue 
que le couple (w, ¢) est équivalent au couple (2K — uy, 2L — 9). 


Nous arrivons done a la conclusion suivante : 


1° 4 tout couple des arguments elliptiques (u, v) corres- 
pond un point (x, y, =) et un seul de la surface des ondes ; 

2° A tout point (x, y, 2) de la surface correspondent deux 
couples de paramétres elliptiques (u, v) et (2K— u, 2L—¢), 
ainst que tous leurs équivalents. 


422. Les 46 points de ramification de la représentation ellip- 
tique. — Afin d’approfondir Vétude de la représentation ellip- 
tique que nous venons d’obtenir, nous allons d’abord rechercher 
stl existe des points de la surface pour lesquels les deux couples 
de parameétres (u, v) et (2K —u, 2L— ¢) sont equivalents. 
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S’il en est ainsi, les différences 
w—(2K—u)=2u—2K et g=—(2L—¢r)=20—2L 


doivent constituer un couple de périodes; on devra donc ayoir, 
m,m',n,n' désignant des entiers, 


2u—2K=2(m—+m’')K +a n—n')iK, 


29 —2h=2(m—m)iL'+2(n+n)i. 


Pour obtenir tous les points répondant a la question, i faudra 
trouver tous les couples (wu, ¢) non équivalents qui satisfont aux 
équations précédentes, et, pour cela, il suffira de donner a chacun 
des entiers m, m',n,n' lune des valeurs o ou 1. En combinant 
tous les choix possibles, on obtiendra ainsi 16 points de la surface ; 
leurs couples de paramétres seront donnés par le Tableau sutyant : 


K co) K+ 7¢K" — ik’ 
Ih —L—wL’ Oo —tL’ 
| 

) —K —1iK’ —K+ cK’ 

—L+il' I | Ane 0 
(A) paige SL AN Ve 

K—tK UK’ K oO 

te) —itL' —L L—iL’ 

il’ — K— 7K’ 0 —K 

Alby oO L+itl’ —L 


(dans chaque case, la lettre supérieure se rapporte a wv, et la lettre 
inférieure a¢). 

Nous verrons bient6t (n° 127) que ces 16 points sont des pointes 
singuliers de la surface (points coniques), et nous indiquerons 
alors leurs eoordonnées cartésiennes. Mais, actuellement, nous 
nous limitons a l’étude de la représentation paramétrique de la 
surface, et nous allons montrer que, dans cette représentation, les 
16 points précédents jouent le réle de points de ramification : 
en d’autres termes, si l’on part d’un point arbitraire de la surface, 
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de paramétres (w, ©), et si, sur la surface, on décrit un chemin 
fermé autour de lun de ces 16 points, on revient au point de 
départ avec le couple (2K — u, 2L— ¢). 

Pour établir ce résultat, nous commencerons par discuter la 
disposition des nappes réelles de la surface’ (n° 123) et nous 
démontrerons la proposition précédente dans le cas oti le point de 
ramification est réel (n° 125). Puis, nous verrons ultérieurement 
(n° 126) que la proposition subsiste pour un point de ramification 
quelcongue. 


123. Les deux nappes réelles de la surface. — Cherchons dans 
quels couples d’intervalles on doit faire varier u et v pour que le 
point M correspondant soit réel. Tout d’abord, sil en est ainsi, 
 devra étre réel, en vertu de (6); enu = Vr sera donc réel ou 
purement imaginaire, et, comme y doit étre réel, cn ¢ sera réel 
ou purement imaginaire, en méme temps que cnu. Des lors, les 
fonctions snu, dnu, sne, dhe ne peuvent étre que réelles ou 
purement imaginaires. Mais le second cas est impossible, car 


si s?(= sn?w) était négatif, les deux membres de l’équation 


2 > 4/2 
Uap rae Py ; 
B2 s2 a*(1 — s®) 


conséquence immédiate de (10), seraient de signes contraires. 
L’équation 


2 32 4/2 
22 hk? 
2 a ae ~ 


425? ces? 
1 oa) 


montre de méme que s, (= sn¢) est réel; et, par suite, les fonctions 


z : xv 
dn uw = — et dne S— 
Sy ; Bs 


ont des valeurs réelles. 
Or, pour que snw et dnw soient simultanément réels, i] faut 


et il suffit (n° 109) que w soit de Pune des deux formes 


u=u+2mik, u=tu'+(2m+1)K, 


w' étant réel, et m désignant un entier; dans le premier cas, enw 
est réel; dans le second, il est purement imaginaire. Une remarque 
analogue s’applique a ¢; et, puisque cnu cne¢e est réel, nous abou- 
tissons a la conclusion suiyante : 


_ 
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Pour que le couple darguments (u, ©) corresponde a@ un 
point réel de la surface, il faut et il suffit que Cun des deux 


cas suivants sott réalisé : 


1° Le couple 


=I, ¢2=1) 


[ut+(i+e)ih’, e+ (1+e)rL'] (= 


est équivalent a un couple de nombres réels; 
2° Le couple 
(u+eK, »+eL) 


est équivalent & un couple de nombres purement imaginawres. 


On yoit en outre que, si le premier mode de représentation 
paramétrique d’un point réel de la surface (n° 121, ad fin.) 
appartient & un ou Vautre des deux cas precedents, le second 
mode de représentation appartient au méme cas que le premier. 

Ce résultat acquis, nous allons restreindre amplitude des 
interyalles ov il faut faire varier u et ¢ pour obtenir Tensemble 
des points réels de la surface. Plagons-nous d’abord dans le pre- 
mier cas. 

Soit M(z2, y, =) le point correspondant aux détermina- 
tions ¢==—1 =< des symboles <, <; d’aprés le n° 86, les trois 
nouveaux points qu'on déduit de M en donnant a ¢ et ¢ leurs 
différentes significations possibles sont les symétriques de M rela- 


twvement 4 Ow, Ov et Os; cette correspondance est indiquée par > 


le Tableau suivant : 


(qui s'appliquerait encore au second eas). 
Nous pouvons done nous borner a donner a w et ¢ des valeurs 
réelles, appartenant a deux interyalles damplitudes respectives 


4K et 4L, soit, par exemple, 


—2kKsu<coak, —o2LSe<el. 


Ya. 
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Ce premier resserrement obtenu, les Tableaux 


u =——tt 
(x,y,8) | (ay) 
a CARs) (— 2, ¥,— 2) 
u IN = 
; 
° Cay, 2) (Be SS 
2L— pe (2, —Y, 2) (eh sien 25) 


(dont la signification est évidente) montrent aussit6t qu’on peut se 


borner a faire varier wu et » dans les intervalles 


OSEAN Ossess le 


Soit (A,) la région de (S) correspondant aux intervalles pré- 
cédents, région qui est évidemment comprise dans le premier 
octant (x20, y20, 220); les points réels de (5), dont les 
couples de paramétres sont de la premiére des formes données 
plus haut, se composent de (A,) et de ses symétriques par rap- 
port aux plans et aux axes de coordonnées; ces points forment 
une premiére nappe, (5, ). 

Dans le second cas, on verrait de méme que, si (A,) est la 
région de (S) définie par les conditions 


u— K-_ Z JOE Sb 
5 SK Os 


t et ae: 


A 


= Wie 


oO 


les points réels de (S), dont les couples de paramétres sont de la 
seconde des formes sus-indiquées, se composent de (A,) et de ses 
symétriques par rapport aux plans et aux axes de coordonnées; 
ces points forment une seconde nappe, (52). 
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(Si) | aad Sets 
a 


in tout point de oye Ds apres (0) wa nappe 


,onadketu 
(Se) | | 
\ extérieure } , x ‘5 
>t) | est done | ts lala sphére 7? + y?-++ 3?= 3; et les 
| 3 2) J / intérieure \ i 
deux nappes communiquent évidemment par les points w= eK, 
¢=e'L(e?=1, e/2=1), et par ces points seulement. Ce sont pré- 


cisément les seuls points de ramification réels; nous avons déja 


annoncé que ce sont des points coniques. 


124. Distribution des courbes paramétriques sur les nappes 
réelles de la surface. — Nous pouvons préciser maintenant la dis- 
tribution des courbes paramétriques réelles sur les nappes réelles 
de la surface. 


leu 


hd, s 


Faisons d’abord varier u de o aK; la biquadratique ( 


Fig. ga 


Ss eee 
= 
2 


of 


des points w= Uo, restera symétrique par rapport aux plans de 
coordonnées; elle coincidera d’abord avec le cercle s =o du plan 
des ys; puis, elle se dédoublera en deux oyales fermés, symé- 
triques Pun de Pautre par ‘apport ace plan, et qui décriront la 
nappe extérieure de la surface. L’un de ces ovales (x2 > 0) est le 
lieu des points de la biquadratique pour lesquels ¢ est réel; 
Pautre (a <0) est le lieu des points pour lesquels ona ¢=¢,+ 2¢L! 
(¥,, réel). Sur la figure, on a représenté deux arcs des courbes C,’, 


Curn(o <u’ << u'<K) appartenant au premier octant (fig. 9 a). 


x 
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Prenons maintenant wu = K; les équations (10) donneront 


2=fdne, W103 a= 070 sn.¢. 


La courbe correspondante n’est autre que le cercle c = 0..D’une 
fagon plus précise, si lon n’attribue a ¢ que des valeurs réelles ou 
de la forme ¢,+ 2tL' (¢,, réel), on n’obtiendra que Tes deux 
ares de cercle, JJ’, JS” (fig. 10) définis par la condition | 2 | > 30’; 


Fig. gb. 


v4 


les extrémités de ces arcs coincideront d’ailleurs avec les 4 points 
de ramification réels (la notation satisfait aux conventions 
sumantes!; pour J,<0n avo > 0, 02> 0% pour J’; (4 < 0,21 = 05 
pours 20,68 <0; pour) 7 < 0,2< o). Afin, de décrire les 
ares restants JJ’, J’J” du cercle ¢ =o, il faudra donner a ¢ des 
valeurs de la forme HL+ i, (o< ,.<2L’). En définitive, 
pour décrire par continuité tout le cercle co, il faudra que ¢ 
décrive le contour fermé ci-aprés (fig. 10, page 188; les lettres 
entre parenthéses indiquent la correspondance avec le cercle). 

Posons alors u = K + ¢u,, et faisons varier la quantité réelle wu, 
de o a K’; la biquadratique C, se confondra d’abord avec les 
ares JJ’, J’J”; puis, elle sera formée de deux ovales séparés par le 
plan s=oet qui balaieront la nappe intérieure de la surface; 
pour Pun de ces ovales, ¢(¢ +L) est réel; pour VDautre, c’est 
i(v—L) qui est réel. Enfin, pour «= K +7K’, ces deux ovales 
coincideront avec le cercle d = 0 du plan zs = 0 (fig. g b). 

On montrerait de méme que si v varie de o aL, la biquadra- 
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tique C,, d’équation » = ¢,, reste symétrique par rapport aux 
plans de coordonnées; elle se confond dabord avec Vellipse s,; =o 
du plan 2Oy; puis, elle se dédouble en deux branches fermées 
PUG IE aU po tK’; uy, variable réelle| séparées par le plan 
so et qui décrivent la nappe extérieure de (S) pour se confondre ; 
enfin, avec les ares | @ |< 61! de Vellipse c, du plan x Oz. Puis ¢, 


Fig. 10. 


variant de o aL’, la biquadratique ¢—L-+i¢v, coincide primi- 
tivement avec les arcs |a|> 6l':de Vellipse c,=0; elle déerit 
ensuite la nappe intérieure de (S), pour se confondre avec 
Vellipse d, = 0 du plan yOs. 

Observons enfin qu’au lieu de balayer la nappe extérieure au 
moyen de courbes C,, telles que o< uy< K, on aurait pu 
employer des courbes G)telles: “ques Kr wa 2K; et une 
remarque analogue s’applique a la nappe intérieure et aux 
courbes C,,. On voit immédiatement que les courbes CivenG ern 
sont identiques; mais si, chaque fois, on s’astreint a faire varier ¢ 
dans le méme sens, (a biquadralique sera parcourue successt- 
vement dans deux sens opposes. 


125. Permutation des couples paramétriques a la suite d’un 
circuit autour d’un point de ramification réel. — Nous pouvons 
montrer maintenant comment s’opére la permutation des couples 
paramétriques quand on décrit un chemin fermé autour d’un des 
points J, J’, J’ ow J”. Considérons un point Mo(uo, %)), en sup- 
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posant, par exemple, o< uy< K, o<0)<L, de sorte que My 
appartient a la nappe extérieure et au premier octant. Désignons 


par M, le symétrique de M, relativement. au plan y=o, 


; My M’ Mo eee (Chat ; MW’ 

oe aa} aRO,Oe } “| Gui traver reat le splay 

M.M’M, J Ceaa\ q ne ee eal Eel cebea es O 
S a \ Le bs . . ry 

sans couper le plan j =o, et suivons par continuité la varia- 


tion de w et v quand le point M(u, +) décrit le contour fermé 


‘M, M’M, M’M,. 


Tout d’abord, sur arc M,M, wu reste égal a wo, et v croft de v9 
a L; M ayant dépassé M’, y deviendra négatif; » continuera 
donc a croéire ; il atteindra la valeur, 2l,.—, quand M sera 
parvenu en Mek partir de ce moment, M se déplacera sur 
are My M’M,; mais, puisque Von fait varier uw et » par conti- 
nuité, il résulte de la remarque qui termine le n° 124 que, sur 
Varc M,M’Mp, on aura constamment ¢ = 2L — ¢, et que uw com- 
mencera par croitre : M décrivant Vare MyM", w croitra de uo 
a K et M ne pourra rentrer dans le premier octant que si wu 
dépasse la valeur K; enfin, quand M sera revenu en Mo, le couple 
(uw, ¢) sera devenu (2K — uy, 2L—v 9) comme nous Il’avions 
annonce. 


\ 
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126. Les 32 transformations homographiques de la surface en 

-elle-méme. — Nous avons vu dans l'étude de la biquadratique 

(n°? 115) que la substitution w,= ua fait correspondre a tout 

point M(w) de la courbe un point M,(w,) et un seul de la méme 

. courbe, et cela quel que soit a. La surface des ondes jouit-elle 
@une propriété analogue? En d’autres termes, les formules 


(11) Uy = €U-= a, Py = eye + 6 (ever =a) 


font-elles correspondré a tout point M(u, ¢) de (5S) un 
point M,(u,, 0) et un seul de la surface? En nous appuyant sur 
la discussion du n° 125, nous allons montrer que, st a et b sont 
arbitraires, la réponse est négalive. 

En effet, prenons d’abord ¢=1=<,; définissons le point M, 
par le. couple (up, 99) (o<up< K, 0o<o)9< L); et faisons 
décrire a M le contour M,M’M,M’ M, du n° 125. Quand M partira 
de My, son correspondant M, sera en (M,)p (wo+ a, ¢) +4); et 
quand le point M sera revenu en My, aprés avoir décrit le contour 
fermé, son correspondant M, aura pour paramétres 2K — uy +a, 
2L— »,+ 6; or, en général, ces paramétres définiront un point 
distinct de (M,),), sauf pourtant si les expressions 


Ut at(2K—u+ta), m+6+(2L— + b) 


sont équivalentes au couple (2K, 2L). Pour qu il en soit ainsi, il 
faut et il suffit que a et 6 soient de la forme 


a=(m+m)K +(n— xn )il, 


b=(m—my)tl'+(n+n'j)h, 


' / 
MOR NO re tle 1D 


étant des entiers. Il en résulte tout d’abord que la 
transformation est nécessairement réccproque : elle échange Pun 
dans l’autre les points M et M,; de plus, comme au n° 122 on 
peut évidemment se borner a donner a chacun des entiers m, m’, 
n,n la valeur o our, de sorte qu’il n’existe que 16 transforma- 
tions répondant a la question (avec ¢=1—<,). Les détermina- 
tions du couple (a, 6) qui définissent ces transformations sont 
fournies par lé Tableau suivant : 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 191 


ro) Kk at Kh Kee 
6) 91 + Abi L 8; + rh OH 7 
K 2K K + cK’ Dae 
nb or fo) (a —nla Us 
(B) 
UK’ Kee 
10) Bet Al by! 


Kok ol oes Ke 
| beak! if 


‘ supérieure 
ou. latlettre { . *.7- 
inférieure 


En se servant des formules du n° 86, on établira aisément que 
chacune des 16 substitutions précédentes définit une transfor- 
mation homographique de la surface S en elle-méme. Ona, 


) de chaque case donne la valeur de (5): 


parexemple : 


QQ (Qiet 
, ney 8 cn uw en ep ly 
“2,= 8sn(u+K)dn(o+7L’)= = ———___—— Peay iad dep 
it dnu sne % 
( Gok Cet ak’ snu dnp Cqee 
12 4, = acn(u K)on(e +t = : = 
en ) ui dnusny © Be? 
s eee ak’ a3 
5, =2dn(u+K)sn(e+7L’) = Ne ce SER ii ee 6 
(dnusne 3 


ou, en employant les coordonnées homogénes 


‘ eh Ge A ea 
=) SEGUNn= OER Shee 7 


On vérifiera sans peine que les formules (12) ou (13) trans- 
forment bien en elle-méme la surface des ondes. Un calcul tout 
semblable s’applique a chacune des 16 substitutions obtenues 
(dont Tune, d’ailleurs, est la substitution identuque : u,=u, 


6, =); géométriquement, chaque substitution du Tableau (B) 


: S F XopY ; 
revient a remplacer le point Z - par le point dont les coordon- 


3 : SME es : 
nées homogénes ZT sont données par la case homologue du 
1 1 


\ 
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Tableau suivant : 


>, Y —6cY —aiX| ByT — yt ytL ay T 
We — «3T Z Buy 8 “aUuX \ 

GUY eaux xX ag bis goody = — Ove = ew Tihs 

—o¢8T Z Z AR “UX Y. BrY x 

(C) 

XxX == VF — 8rY atx 

iy Al, ap T ig 

BiY —aiX 5% Yi 

a8 T Z a= If i 


On étudierait de méme le cas ot ¢ et ¢, ont d’autres détermina- 
tions dans (11); et Pon vérifierait sans peime que les seules trans- 
formations nouyelles ainsi obtenues sont celles qui proviennent de 
la combinaison de l’une des 16 homographtes précédentes avec la 
substitution w,—— u, », = ¢, c’est-a-dire avec la symétrie 


00 Vm and Ki=)3 S,;=> 4. 


En définitive, on obtient donc un systéme de 32 homograplies 
qui transforment la surface en elle-méme. Ces transformations 
jouent un role fondamental dans la théorie de la surface des 
ondes. Remarquons, dés a présent, qu’elles permettent de justifier 
complétement la désignation de poimts de ramification que nous 
avons attribuée aux 16 points du n® 122. En effet, une substitu- 
tion arbitraire du Tableau (B), ou (C), change le point J(w—=K 
Cr 


? 
L) en un point J, dont les arguments (uw, ») sont donnés par 


la case homologue du Tableau (A); étant réciproque, la substitu- 
tion change un chemin fermé C, décrit autour de J, en un chemin 
analogue C décrit autour de J: c’est dire que C,, comme C, per- 
mute les deux couples d’arguments qui correspondent a un point 
quelconque de la surface. 


127. Points singuliers de la surface. —- Nous allons établir 
maintenant que da surface des ondes ne posséde que 16 points 
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singuliers : les 16 points de ramification que nous avons définis 
antérieurement (n° 122). 

Commengons par déterminer les points singuliers 4 distance 


finie. Pour qu'un point (w,) a distance finie soit singulier, il 
faut et il suffit quil vérifie les équations 


c’est-a-dire, d’aprés le n° 95 : 


cdd, ah SiC, Kk ses, 
lscys, ee cs, a, We dc, The 


(14) 


Cherchons d’abord les solutions de ce systéme qui annulent les 


deux termes du rapport du milieu; elles sont données par l’un des 
systémes : 


(1) Se—LOk== a 
(JI) C= 0 = Cy 
(IIL) we) Ge Sie 
CIV) Se ONS (6 
CV) —AOw= Ce 


Les solutions de (I), (AI), (IIL) annulant tous les termes des rap- 
ports (14) sont acceptables; or on vérifie aussitét qu’elles donnent 
précisément les 12 points de ramification a distance finie du 
Tableau (A). Quant aux solutions de (IV) et (V), elles sont a 
rejeter, comme le montre la comparaison des rapports extrémes 
de (14). 

Si, maintenant, le systéme (14) posséde d’autres solutions 
(pour lesquelles s, s,;, c, c,, d, d, restent finis), ces solutions 
ne peuvent annuler a la fois sdc, et cs,d,; en égalant alors le 
rapport du milieu aux rapports extrémes, on déduit de la que ces 
solutions vérifient les équations 


1— U2 52— (25? = 0 =1— k?2s2— k'287; 


mats, en vertu de la relation 4’? —/?¥ 0 (conséquence dea >8 > y), 
le systéme précédent équivaut a (IL). Les 12 points de ramifica- 
tion a distance finie sont donc aussi les seuls points singuliers que 
la surface posséde a distance finie. 
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Deéterminons maimtenant les points singulters a Vintini. Soit Nun 
tel pomt; on peut toujours trouver une homographie ( H) (n° 126) 
qui transforme (S) en elle-méme et le plan de Pintini en lun des 
plans xys = 0; N coineidera alors avee un point singulier a dis- 
tance finie, No, cest-a-dire avee un des 12 points de ramification 
& distance fine. La transformation (H) cétant reciproque, N est 
encore le transformé de Ny par (ff); et, comme (H) ne peut 
quéchanger les uns dans les autres les 16 points de ramification, 
\ est bten Pun des 4 points de ramification du plan T = o, 

En résumé, la surface des ondes n’admet pas de ligne 
double; elle posséde exactement 16° points singuliers; ce sont 
les 10 pomts de ramification dont les arguments (wu, ©) sont 


données par te Tableau (A) et dont les ecoordonnées homo- 
= EXE 
fcenes pS 
genes (27, 


Tableau ci-dessous : 


sont. données par les cases correspondantes du 


| Sé o ) at | oy tyl 3 nT a 
32 1 — 2 i ra) Z' ak o | 
| 
} ny. Eee a 95 > } ! 
o eat Lee Sl o 3 at | —Y uy / 
a l | Be t | —2k ee spe w | 
— a. 
l ' yh 30 —xé 82 oO o atl’ 
a ra ee ca i ees Cee aes 
| a | | 
| 82 at | —~w —tyl | o —atl —? ) 
ak 0 ° 2 log i | -3 I 


128. Plans tangents singuliers. — Soit 
EX+yY+2247T=0 


equation dun plan en coordonnées homogénes; considérons 


, 


. ek ty 
Jes 16 plans dont les coefficients (; ‘) sont donneés par les 


. 
~ * 
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_ 16 cases du Tableau suivant : 


j ; 
—— fg 9 : 9 th 1 tk’ ay l 
H ke 3 1 al’ ) — sl’ l 7) 
} 
| 
0 — pee ) yF oe L —=f I th 
eae x Pee ce ° o” BF 
| 
{E) | i 
i) tk 
~f i ak’ | 
=e ° 
L ki’ —6 


En s appuyant sur les égalités(g), le lecteur vérifiera ais¢ment que 
Yun quelconque, II, des 16 plans précédents contient 6 points 
singuliers qu'on peut définir de Ja facon suivante : soit A la case 
qui occupe dans le Tableau (D) la méme place que celle qui 
définit If dans le Tableau (E); Jes 6 points singuliers contenus 
dans II sont définis par les 6 cases du Tableau (D) qui appar- 
tiennent 4 la méme colonne et ala méme ligne que A sans coin- 
cider avec A. C'est ainsi que Je plan 


{15) ki=his—G=0 


contient les 6 points de coordonnées homogénes 


Pty GOS Gide Saas, Os 1 On LL) 

Nous allons vérifier que les 16 plans précédents sont des 
plans tangents singuliers de la surface : en d'autres termes, 
chacun de ces plans est tangent 4 la surface en une infinité de 
points formant une courbe continue; nous verrons d’ailleurs que 
cette courbe est une conique. Comme ces 16 plans sont évidemment 
Jes transformés de lun queleonque d’entre eux par les 16 homo- 
graphies fondamentales, il nous suffira de justifier notre assertion 
sur J’un d’eux, par exemple sur le plan (15). 
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Or, les arguments (7, ¢) des points communs a(S) et au plan (15) 
satisfont a la relation 


(16) ks d, + 1 ds; —1=0; 


pour établir que la courbe commune a (S) et au plan (15) est 
_une ‘conique comptée deux fois, il suffit de vérifier que les biqua- 
dratiques ¢ = const. coupent cette courbe en deux couples de 
points confondus (ou, si l’on veut, qu’elles sont bitangentes au 
plan). L’équation (16) doit alors admettre, quel que soit ¢, deux 
racines doubles en wu a l’intérieur d’un_ parallélogramme des 


périodes; ces racines doivent donc appartenir a la dérivée 


Keedadi — KL ss,0) 10 


de (16) par rapport a wu. Or la relation 


(17) 1—(ksd,+lads,)? 
= (k*s2+ d?) (12s? + d?) —(ks d,+ lds, )? = (klss,— dd, )? 


montre aussitdt que Alss,—= dd, s'annule bien en tous les points 
de la courbe en question. 

Le calcul que nous venons de faire conduit a écrire sous une. 
forme remarquable l’équation de la surface. En effet, changeons ¢ 
en —¢ dans la relation (17), valable quels que soient wet +; elle 
deviendra 


(18) 1— (ks dy — lds, )* = (kl ss, ~ dd,)?; 


muluplions membre a membre (17) et (18); nous aurons quels 
que solent uetyv 


(ks dy + lds, —1) (ks di + U ds, +1) (ks dy — lds, —1) (ks dy — lds, +1) 
= (4°02 52s? — d dt)? = (k2s2?+ Ps? —1)2, 


Mais, sur la surface, ona 


ksd\-+ldsy—1=@8-"(ka + kz — 8)=Q,, 
ksdi+ldsy;+i= Bo (ka + k's + 83) =Qas, 
ks d\ — lds, —1 = B-*( ka — kz — 8) = Q,, 
ks'dy— lL ds,-+-1= 0 (ka —K'z + 8) =O, 
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— P—2(y2__ 42)\—-1[ 72 72 4 927241. 42 c2— R2(4 
= CY 4°) [a2.224- B? y2-- 22 ae Oe + AL 


== 'O(L, V0); 
c est dire que les points de la surface vérifient léquation 


g— Q,Q2Q3¢ 


— 


, = 0. 


Eerite sous cette forme, Péquation de la surface des ondes montre 
bien que le plan Q,=o coupe la surface suivant une conique 
comptée deux fois. Cette conique est un cercle, car en cherchant 
les plans réels qui donnent des sections circulaires dans la qua- 
drique ©, on trouve que ces plans sont paralléles a Pun ou autre 


des deux plans 


Co 9 9\ - 
(a2 6? a2 F262 )2 


ou bien 


(kan +Kks)(kxn—k's)=0. 


Du reste, on pouvait préyoir ce résultat @ priort; car la compa- 
raison des Tableaux (D) et (FE) nous a montré que la conrque 
précédente contient les deux points singuliers (%/, + 47, — 4k, 0) 


du cercle de Vinfini. 


La surface est représentée en perspective dans la figure 12; on 
a ménagé une ouverture qui permet de voir'la nappe intérieure, 
tout en Jaissant constater l’existence de deux points singuliers et 
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des cercles de contact de deux plans singuliers, On a représenté 


(fig. 13) le corps solide ou noyau qui ‘serait recouvert par la 


plan passant par les quatre points coniques réels (y= 0). Ces 


figures sont empruntées au Traité de Géométrie de E. Rouché et 
Ch. de Comberousse, 5° édition, 2° partie, p. 482, 484; Paris, 1383. 


Remarque. — La surface des ondes est un cas particulier de la 
surface du quatriéme ordre de Kummer; cette derniére surface, 
qui appartient a la famille des surfaces hyperelliptiques, a fait 
Vobjet des profondes recherches de G. Humbert | voir, par 
exemple, Journ. de Math., 4° sév., t. IN (1893) ]. 

Au sujet de la surface de Kummer on consultera avec profit 
POuvrage de KR. W. HL. T. Hudson (Aummer’s quartic surface, 


Cambridge, 1905); on trouvera en outre une étude géométrique 
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détaillée de la surface des ondes dans la Thése de Doctorat de 
M. Jules Richard (Théses présentées a la Faculté des Sciences de 
aris, n° 1072; Chateauroux, 1901). 


I. — Penpvuce simpte. ELAstigur PLANE. CoRDE A SAUTER. 
MOUVEMENY A LA PoINSoT. 


129. Pendule simple. —— Quoique la théorie du pendule simple 
sc déduise comme cas particulier de celle du pendule sphérique 
que nous avons traitée a Laide des fonctions p et o, nous la 
reprenons ici a titre d’application des fonctions sn, cn, dn. 


Prenons un axe Oz vertical et dirigé vers le haut, lorigine 
étant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lancé du point le plus bas Mo(s = — /) avec une vitesse initiale 4; 


le théoréme des forces vives donne 


p= Ie(a—zZ) avec as=—l+ 


1° Supposons dabord que la droite Il(s =a) coupe le cercle 
en A, A’, c’est-a-dire que l’on ait a< J, ou v9 < aV/lg. Le mou- 
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A’. 
Prenons pour variable ’angle M, OM = 9. Nous avons 


&=—1cos8, a =—lcosz4, 


en appelant # langle d’écart maximum M,OA. L’expression de 
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la vitesse est 


et léquation des forces vives devient 


/ 2 
P (5) = 2gl(cos? — cosa), 


qu’on peut écrire 


dou 


Nous prendrons le signe + en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps a parur du moment ot le mobile part 
de My et en posant 


; ee 
sin-—=wusin-, 
: 2 


(/é ie du ( =, : *) 
-t= — A* = sin? - }- 
U Jo YU ut) (1— Rut) 2 


On est ainsi ramené a une intégrale elliptique et l’équation 
8 pug 


ona 


ci-dessus résolue par rapport a wu peut s’écrire 


i Sih (4/*); 

( i eo 
PMT ast t /8 : 

2 2 l 


c’est-a-dire 


on exprime ainsi les coordonnées Usin§ et Zeos$ du mobile par 
des fonctions uniformes du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de My en A, il 
faut faire varier § de o a a, c’est-a-dire u de 0 A 1; donc, en posant 


if du 
A ee eas 
, Vea wy a Ba) 
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Z : : 3 : ; 
on aura pour T la valeur K — et la durée de Voscillation simple 
oO 


sera Ky /t. Si Von ajoute cette quantité a ¢, le mobile doit 


prendre la position M’ symétrique de M et sin# doit changer de 
signe, ce qui fournit une vérification de la formule 


sn(e24-oh)=— sna. 


>> Tl nout faut maintenant considérer le cas oti la droite U ne 
rencontre pas le cercle, c’est-a-dire ot lon a a> /. L’équation 
des forces vives 9? = 2 9(a— 5) peut s’écrire 


id MA eNO ee rae eel Dey a 
a5 =2¢(a + lcos y= 2g (a+ —- 22 sin >) 


ou 
eae en Be een O 
1 (3) Wy (a+ 1)(1— kesin >) 


al 


en posant k? = areas k? est plus petit que 1 puisque a est plus 


grand que é. En résolvant par rapport a dt, posant 


1 Y2g(a-t l) 
x a Ss 5 Is Ea 
2 l 
: fee iy) 3 : ; 
et prenant uv = sin— comme nouvelle variable. il vient 


all 
du 


Nie ————— 

PRA Cen ety NGM ad ana) 

dot en résolvant par rapport a u, c’est-a-dire en faisant Vin- 
version 


en 
ans nies sin— = snaAd. 
2) 


On en déduit 


0 ———— 
cos — = V1— sn2Ad = en at. 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus haut 
i | } I 


5 


s’obtient en faisant varier 4 de 0 a7, c’est-a-dire u de o a 1; il est 


K 
done ae 


3° Jl reste enfin a traiter le cas intermédiaire ot la droite I 
serait tangente 4 la circonférence donnée : a= /. On peut alors 
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effectuer les intégrations a Vaide de fonctions exponentielles (cas 
de dégénérescence), car le module & des fonctions elliptiques 
précédentes devient égal a 1. Revenons, en effet, a Péquation 


des forces vives ¢?—= 2 g(a — 5); nous l’écrirons 


\2 6 
“(Z) =2¢(l+-lcos8)=f4el cos? —, 


dt 
el, en mtégrant, - 
J hs (5 z 
°¢=logtang (++ —)}- 
\ ij 5 o\G i) 


La constante d’intégration est nulle puisque ¢ doit s’annuler 
avec §. Lorsque ¢ croit indéfiniment, 4 tend en croissant vers la 
limite =; le mobile s’approche indéfiniment du point le plus haut 


sans jamais l’atteindre. On a alors 


d étant égal a \/ .. 


Remarque sur Vinterprétation de la période imaginatre 
2th’, — Placons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (1°), 
ot le pendule oscille entre les pomts A et A’. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur Pare supé- 
rieur AsA’, entre les mémes points A et A’. Pour avoir les for- 
mules relatives a ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 
dans les formules du premier cas (1°), a en x — @ et, par suite, de 
remplacer le module 4 = sin= par son complémentaire 4’ = cos =. 
Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement 
sont done construites avec le module complémentaire de / et, en 


paruculier, la durée de la nouvelle oscillation simple est 2h \/- 

r ee 5 

(Comptes rendus, t. LXXXVII, p. 1074). 

130. Elastique plane sans pression. —- Nous avons déja vu 

(n° 70) que le probléme de Vélastique gauche conduit aux mémes 

équations que l’étude du mouvement d’un corps pesant de révo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 
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En particulier, le probleme de l’élastique plane sans pression 
} {ue yt | 

conduit aux mémes équalions que Vétude du mouvement d'un 

pendule simple. C’est ce que nous allons montrer rapidement. 
Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne allecte a 

S S { : 

état naturel, la forme dune courbe plane connue C, et soit 50 


I Fig. 16. I 


la valeur du rayon de courbure en un point M de cette courbe. 
Supposons ensuite qu’on déforme la tige en fatsant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle facon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le rayon de courbure 
en M devient alors 9. Dans cette position d’équilibre contraint, 
les forces élastiques sont déterminées d’apreés les lois suivantes : 

Si Pon coupait la tige en M, pour maimtenir Véquilibre 11 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan de 
la courbe C et un couple dont l’axe est perpendiculaire a ce plan 
et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 


bure 


I 1 \ 
NAB ea ae 
e Po 
B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de 
la tige. 
Nous traiterons ict le cas simple ou la ge est primitivement 


“7° of x . ° ‘ 
recliligne, 57 = 0, et ot Von fait agir seulement sur ses extré- 
a 


mités M, et M, deux forces T, et T, situées dans le plan de la 
courbe d’équilibre et deux couples N, et N, ayant leurs axes nor- 
maux ace plan. Les deux forces T, et T, sont égales et opposées, 
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«ar les seules forces extérieures appliquées ala tige en équilibre 
étant les forees T, et T, et les couples N, et N2, la somme des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit étre nulle. 
Les forces T, et T, forment alors un couple qui fait équilibre 
aux couples N, et No. 

Prenons pour axe Ow une droite paralléle aT, et Ty. Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était coupée 
en M la partie M,M serait en équilibre sous laction des forces 
extérieures suivantes : 1° la force T, et le couple N, agissant sur 
Vextrémité M,; 2° une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a @ailleurs pour moment 


. 


B 
N=-, 
° 
: I 
puisque nous supposons — — 0. 


20 
Ces forces extérieures appliquées a l’arc M, M se font équilibre. 
Donc, T est égal et opposé a T,. En outre, la somme des moments 
de toutes les forces extérieures, par rapport a un point du plan 
doit étre nulle. En prenant la somme des moments par rapport 


a O, nous avons 
Tym1— Ty —Ni1+N=0, 


An | B : . 
ou, en remplacant T par T, et N par —, une équation de la forme 
e) 


iy 


1 I 

NE i Be 

; a 2; 

¢* désignant une constante positive et 6 une autre constante. On 
peut toujours déplacer Paxe des x parallélement a lui-méme de 
facon a faire disparaitre cette derniére constante et a ramener 
ainsi l’équation de la courbe a la forme 


Va 


1 

0 c? 
Nous allons montrer que, lorsqu’un point décrit la courbe élas- 

luque avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 

comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissée de ce. 

point sur la ligne d’action des forces 'T, c’est-a-dire sur Ox ('). 


(1) Comparer a GREENHILL,~ Fonctions elliptiques, tr. par J. Griess; Paris, 
a8gd, p. 125. 
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Soit, en effet, § langle de la normale en M avec cette perpendi- 


culaire; si le point mobile se déplace de ds la normale tourne de 
langle d4 et Von a 


da) I y 
ds So Bin ee ‘ 
dou, par différentiation, 
> | : 
Ga cS eis CI sind 
) ds? ct ds... C2 : 
. 5 S ? . 
Si lon pose - = + on retrouve l’équation du mouvement 
I x 7H) { 
pendulaire 
d26 g 
Se TW) 
dt* l 


Pour intégrer l’équation (1), multiplions les deux membres 
di Say, Ser 
par > et intégrons : il vient 


d)\? 2 
(&) = G2 (cos 8 = ), 


u désignant une constante arbitraire. On a alors 


c dé 
bie Nag at ae 


an Fe = CV 2(cos0 +p). 


Trois cas sont a distinguer, correspondant aux trois cas ren- 


contrés dans le pendule simple, suivant que y est compris entre 
—1 et +1, supérieur a 1, ou égal a1. 


Premier cas. — Dans le premier cas on peut poser 
Y%=— cosa, 
L’angle 4 varie de —2 a +a; la courbure et l’ordonnée 
s'annulent pour 4 = @. 


On a ainsi la forme de la courbe (fig. 16, 1). Les points cor- 


respondant a4 4==+« sont les points B et B’. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 
On a trouvé dans ce cas, pour le pendule, 


cin sas ian( 4/2). 
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avec k= sin —- On a done actuellement par le méme caleul, 
oe 


Bs Ss “ 
farsanbe = — u/s 
e l 


i) 5 s 
Se as cos- =dn-, 
2 c 
I 2 Oe 0 rk $ 
Ss sin? — — sin? — = — cn- 
p) c 2, 2, c ( 
c2 
y= —=2kee—- 
fe) 
‘ 


dou, en intégrant de o & ¢ et se rappelant la formule du n® 102. 


ie a O'( 1) e"(0) 
isntu du = i ul ; 
O(u) 0(0) 
Shh \ 
s> 
e(: 
e" (0) Fs, 
Oot i 2 . 
O(0) Ss 
oO - 
. eC 


Deuxiéme cas. — Si Von a eel. f peut varier deo a am: 


I 5 : . . . . 
el —ne s annulent jamais; la courbe a la forme II de la figure 16. 

h 

Ce cas correspond au mouvement révolutif du pendule. On 
achéverait le caleul comme dans le cas précédent, en employant 


les mémes transformations que pour le mouvement révolutif du 
pendule simple. 


Troistéme cas. — Si + = 1, on se ouve dans un eas de dégé- 
nérescence. On a alors 
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f) ye 2¢C 
V2 COS Se . 
; 2. 


x x s 


Cr ch = 
6) 


0 § do 
Ag ==(60s 0) as <= (> cos? ar; ') ds = 2.6 Cos : cag Ui 
: 2 2 2 


La courbe est alors asymptote a axe Ox, comme on le voit en 
faisant tendre 9 vers = zm, et s vers = oo. 


131. Corde a sauter. — Imaginons une corde homogéne dont 
on tient les deux extrémités et qu’on fait tourner trés vite autour 
de la droite joignant ces deux extrémités. On peut alors négliger 
Vaction de la pesanteur sur les divers éléments de la corde ct 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systéme d’axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’équilibre relatif. 
D’aprés la théorie de Péquilibre relatif, on doit exprimer qu'il y 
a ¢quilibre entre les forces agissant réellement sur chaque ¢lé- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un élément de masse m est 
perpendiculaire 4 Paxe de rotation et répulsive; elle a pour inten- 
sité mo?r, o désignant la vitesse angulaire constante de la rota- 
tion et r la distance de ’élément m a Vaxe. 

En prenant laxe de rotation pour axe Oz, on est done ramené 
dun probléme sur l’équilibre des fils que on peut énoncer ainsi : 


Un fil est attaché en deux points de Vaxe Ox et chaque 
Clément du fil est repoussé par Vaxe proportionnellement a sa 
longueur et & sa distance a laze. 


Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant l’axe Ox, le 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant, tout le 
Jong du fil; mais, comme le fil attaché en deux points de l’axe, 
le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est 
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done constamment nul et Von a 


dz dy\ 
Tre — 22) =0, 


dou 


= 0, Yr=ms, 


m étant une constante. La figure d’équilibre est donc dans un plan 
passant par l’axe Ow. Prenons ce plan pour plan des zy, la force 
agissant sur l’élément ds est perpendiculaire 4 Ow, répulsive et 
proportionnelle a Pordonnée y 


Yodsi-u297ds, 


Les équations d’équilibre sont donc 


a(t) =o, d(T) yds =o: 
ds 1 


re dx a ; 
la premiére donne T z= A, ot l'on peut toujours supposer A 


positif en comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse 


avec s; en portant cette valeur de T dans la deuxiéme équation et 
posant 


ee Le a ee 
a ae Nims oleate ha Umass rene: tran, 


r 


on a l’équation 


y' dy ny dy _ 
vi-y? a 
et en intégrant 
2 b2 
— yt 
Vn ee a 


6? désignant une constante nécessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et 


d 
remettant pour y’ sa valeur ona 
ax 


abies as a? dy 


V( 62 — 72)2— at 


a | ’ . , 2 = 
Comme le fil est attaché 4 Vaxe Ox, Véquation doit donner ane 
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valeur réelle pour y’ quand y =o, donc. 6? > a?. En désignant. 


par o(y) le polynome bicarré placé sous le radical, on a 
o(y) = (6?+- a@— y?)(b?— at— y?); 
y partant de zéro ne peut varier qu’entre — Vb? — a? et+y/b?— a2. 


Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O 
(fig. 17) et quwil soit situé dans Vangle yOw : alors x croit 


dx 
dabord avec Ys Gy est positif, et Pon a 


- oY y 
(C) raf aly 
. » Voy) 


y croissant, 2 croit, jusqu’a ce que y = \/62— a?; x atteint alors 


la valeur 
Ce a dy 
Pe 
Vavy)” 


on a ainsi la branche OA,; la tangente en A, est horizontale. A 
partir de cette valeur, y décroit et, pour que 2 continue 4 croitre , 


il faut prendre le signe — devant Vo(y) : on a ainsi une nouvelle 
branche A,M,O, symétrique de la premiére OMA, par rapport a 
Yordonnée A,B,, car a des variations égales de y correspondent 
des variations égales de az. Pour y =o on obtient le point O, 
Wabscisse 2§; puis, y devenant négatif peut décroitre jusqu’a la 
valeur — \/6?— a2, Vabscisse croit toujours jusqu’a la valeur 3, 
ce qui donne le point A,, ot la tangente est horizontale. Ensuite y 
augmente de nouveau de — \/b?— a? a + \/b? — a?; il faut prendre, 
a partir de A,, le signe + devant le radical, et l’on obtient 
Yarc A,O,A,3 coupant l’axe au point O, d’abscisse 4&, etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
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égales a la premiere, La courbe est done analogue a une sinu- 
soide. 

Intégrons les équations par les fonctions elliptques. aisons 


dans Péquation (C) de la courbe 


elle prend la forme suivante : 


t 
, x > =f ' dt z 
= (8 
ak 0 Vir— 2) (1— Ft?) 


Wou 


Ainsi la courbe donne la représentation g oY iphique de Ja varia- 
‘tion de la fonction sn. 
La différentielle ds de l’are de courbe est 


(/1+ (ZY (b2— y?) dy 
Spa i+ eS 
Vo(y) 


en faisant dans cette formule la substitution (1) ci-dessus, on 


trouve pour l’abscisse Edu pomt A, et la longueur } de are OA, 
les deux expressions 


_ uk Ake 
i aS — kh, 
ah Ja—P)G— FB) 1— ¢? —h Vy» i 


hoes 


d 
Hi eo 
1 y ats 
| k'V/o J, Va—@#)a— ke) 
ear le point A, s’obtient en faisant ¢=1. 

Quand > et § sont donnés (i étant supérieur a 2, car Vare OA, 
est supérieur a sa projection OB,), les constantes a et 4? ont un 
seul systéme de valeurs, sous la condition k?<<1. En effet, en 
E et A-+-&, on trouve 


eee ae 
AE 1—FRe 2 
hoe e - eee cy) 
i dt 
Sree dae 


3) 
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Pour k?= 0, le rapport du second membre est nul; 4? augrhen- 
tant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur 
diminue, done le rapport augmente et pour 4?—1 le rapport 
est 1. Ce rapport passe donc une fois et une seule fois par la 


ae 


seule; expression (2) de § donne alors pour a@ une seule 


Shon . 
valeur donnée 5 - La constante £2 a done une valeur et une 
\ 


> 


EVo 

valeur ——.- 

Kk‘ 
Determination des constantes. — Le fil ayant une longueur 


donnée / et étant attaché au point O et au point O! de axe Ox 
d’abscisse a, il y a une infinité de cas possibles. 


1° Le fil. n’a qu’une seule onde entre O et O' (fig. 18). Alors E 


est la moitié de a, 4 la moitié de /. Les quantités = et X étant 
connues, la constante 4? a une seule valeur donnée par l’équa- 


Sa 


tion_(3)5 puis a= ——» -- 
(3)5 F awk? 
5 ; +1 Cain l 
2° Le fil a deux ondes entre O et O’. Alors §=-,,A= wa kta 
eee: 
la méme valeur que dans le cas précédent, car ae a la méme 
Y Ss 
l—~z : alo 
valeur, ———; ensuite @ = yp tee 
l+za 4whk 
a : > Go l 
En général, si le fil a n ondes entre O et O', § = —,,4 = —, 
2 20 
‘ A a2 
k? a toujours la méme valeur, mais a@ = ewe 
: ankk 


Il y a done une infinité de positions d’équilibre qui sont toutes 
homothétiques de la premiére par rapport a O, les rapports 
I 


> ese —e 
a 


hoe I 
WVhomothétie étant =3 


132. Mouvements a la Poinsot. — L[Etudions le mouvement 
d’un solide autour d’un point fixe O, dans le cas ott les forces ont 
une résultante unique passant par le point O. 
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En prenant pour axes liés au corps les trois axes principaux 

d'inertie relatifs au point O, Oxys, on a, pour déterminer les 

composantes p, q, 7 de la rotation instantanée suivant ces axes, 

les trois équations suivantes, dans lesquelles A, B, C sont les 

moments d’inertie principaux (A > B > C), D et u des constantes 

arbitraires ('), 

Ap?+ Bq?+ Cr=Dp?, 

A? p?+ B2q?+ C272 = D?u?, 

(1) as 


B ar 


+ (A — C)pr=o. 

Nous trerons p et 7 des deux premiéres ¢quations et, en les 
portant dans la troisiéme, nous aurons une équation différentielle 
du premier ordre en qg. L’élimination de r entre les deux premiéres 
équations donne 


A p?(A — C) + Bq?(B— C) = D(D — C)p?. 
D’aprés les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la diffe- 
rence D — C est essentiellement positive : elle ne pourrait étre 


nulle que si les valeurs initiales py et qo de p et g étaient nulles. 
De l’équation ci-dessus on tire 


en posant 


on aurait par un calcul semblable 


ae LG Mined) yee A og D(A—D) 
CMO oe ), She 


Ww 


le binome A — D étant essentiellement positif et ne pouvant étre 
nul que si gp» ect ry sont nuls. 

Pour que p et r restent réels, il faut que g? reste inférieur a la 
plus petite des deux quantités /? et g?; pour reconnaitre cette 
quantité, formons la difference 22 — f? : 


D(A= GiB D) 


reg sages easy Hy ical Neste Ba ald oe 2 dee 
pia B(B 20) (A= 8) 


(1) Votr AppEnt, Traiteé de Mecanique, t. WW, Chap. XX. 


* 
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Le signe de g?— f? est donc celui de B — D, signe connu par 
les conditions initiales. 
Pour fixer les idées, nous supposerons 


B—D>o, (eta Boe 


La variable g doit alors varier entre —/ et +-/ : donc r ne 

£ oe 
s’annule jamais et conserve toujours le méme signe, signe connu 
par la valeur initiale ry : nous supposerons 7 > o. Au contraire, 


; eis Rene ds : dq 
p sannule toutes les fois que q-==+ f; quand g augmente, > est 


positif, la troisiéme des équations (1) montre que p est alors 
négatif; quand g diminue, p est positif. Ces considérations fixent 
a chaque instant les signes a prendre devant les radicaux qui 
donnent p et 7 en fonction de q. 
En portant ces valeurs de p et r dans la troisiéme des équa- 
_Uons (1), on trouve, 


dq, /((B—C)(A—8) , = 
id ve Vi AC els hook kG eet al 


ou le radical est pris positivement tant que g augmente, jusqu’au 
moment ou q atteint la valeur + /; puis, g décroissant de + f 
a -—f, le radical doit étre pris négativement, et ainsi de suite. 

On voit que ¢ est donné en fonction de q par une intégrale que 
nous raménerons a la forme considérée dans le Chapitre pré- 
cédent, en posant 


ix loft (AB) (DC) 
POT Sg ESC D) 


Nous aurons ainsi, en résolvant par rapport a dé et intégrant, 


Oy ds 
nt—t)= f. ——————————————— 
0 V(i— s?) (a — ks?) 


oti n désigne la constante positive 


ral /D(A—D)(B—C) 
(ee Mee react A BONE Tp 


et ty) une nouvelle constante arbitraire, représentant I’époque 
ot q s’annule en croissant. Le module 4? est moindre que 1 
puisque g? > f?; il est égal au rapport anharmonique de A, C, B, D. 
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Ces formules donnent p, g, 1 en fonctions uniformes du temps. 


En effet, en posant, pour abréger, 


7=n(t— to), 


Vinversion de Vintégrale elliptique donne 


ott vu. est positif et ot <’, ©’ sont égaux a1. 
: oy . Le - 6 2 
D’aprés les propriétés des fonctions sn, cn, dn, ces formules 
montrent que p et g s'annulent périodiquement, tandis que 7 ne 
s'annule jamais. 
Si nous supposons 7) > 0, 7 reste constamment positif et il faut 
prendre ¢”==-+-1. Alors, d’aprés la troisiéme équation (7), on 
ere mate dq : R : : : 
voit immédiatement que 7 et p doivent étre de signes contraires, 
¢ CO 
ce qui, @aprés la formule 


dsnt 


== Crd 


ye 
montre que e/=—1. 
Les valeurs de p, gq, r sont des fonctions périodiques de ¢ ci 
admettent la période 


ASE i et ds 
Quand le temps augmente de cette quantité, p, g, 7 reprennent 
les mémes valeurs; axe instantané de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans VPespace, comme 
nous le verrons plus loin. 

Il faut maintenant calculer les trois angles d’Euler en fonction 
du temps. Pour simplifier le caleul, nous supposerons qu’on ait 
pris pour axe des s, la direction invariable de ’axe Oc du moment 
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résultant des quantités de mouvement. Ecrivons que les projec- 
tions du vecteur Os, de longueur 7= wD, sur les axes mobiles 


sont respecuvement Ap, Bg, Cr, nous aurons 


Lsin9 sins = Ap, 
Zsin) cose = Bq, 
U£Os0i—3Cir: 


car les cosimus y, 7, y’ des angles de Or, 07, Oz avec Oz, sont 


Fig. 19. 


sinfsing, sin§coss et cos. Ges équations donnent, sans intégra- 


tion, 9 et o en fonction de p. q, r et, par suite, en fonction de 7. 


Calcul de Vangle de précession 4. — Ona, Vaprés les 6qua- 


‘ 


tions du mouvement, 


° 


dy p Ae Be? 


Remplacons, dans cette expression, p et g par leurs valeurs (3) 


el-cnz< par 1— sn=<; nous. avons 


RUS pitt DyerGor ss CO) 34 Bisa A) Smo 


ce qu’on peut encore écrire, en effectuant la division, 


dy uD, wD (C—A)(B—C) 
deat meee 1 ACHeSC ye 6 (B= A year 


Pour mettre en évidence les pdles de la fonction doublement 
périodique du second membre, déterminons un argument con- 
stant re vérifiant la relation 
A(B—C). 

Cpe AS? 


Bros snzic = 
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comme A > B, la valeur de snic est purement imaginaire * on 
peut donc prendre, pour largument zc, une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur réelle. Nous pourrons 
alors écrire 


dy _ uD ws pD (C—A)(B—G) I 
Ot oO re C(B— A) sn2tc — sn? 


D'aprés les relations élémentaires qui lient les fonctions sn, en, dn 
d'un méme argument, on tire de (5) 


Lene Saar: dn2te = Di Ae 


(Ne By AS -be 
Extrayant les racines carrées et tenant compte de la valeur de x, 
on trouve 
cee ae he RD (CAV EBESC) 
~snic UBB SI a ee NS 
nC Cc(B—A) 
. 
I] faudrait mettre un double signe devant le deuxiéme membre; 
mais, Comme on peut changer le signe de éc sans que les relations 


antérieures soient changées, on peut toujours prendre le signe +- 
oA < : Vases 

devant le second membre. L’équation qui donne oe s écrit alors 

as 


ay BD zsnic cnic dnic 


{6 : 
(6) az n FYI sn27c — sn? 

Cette expression est maintenant aisée a intégrer ; il suffit pour 
cela de décomposer le second membre en éléments simples. Or, 
nous avons établi, dans le n° 102, la formule 


2snacnadna 0'( 
— 7, = Z(u—a)— Z(u+a)+2 Sok 
sneu — sna O(a) 
On a donc, en faisant a=ic, u=7, et désignant par A la 
é D (8 ae 
constante réelle 2 — ~——? tae 
nu O(ic)’ 
d tw W'(ie—< t Wie +7) 
hs "2 H(te—7z) 2 H(tie+><) 


Intégrant et supposant les axes choisis de telle facon que 
s’annule avec +, on a enfin 


(7) he + = Log eeeenep 


<< 
I 
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Les trois angles 4, 9, 4 sont ainsi exprimés en fonction du 
temps, et lon peut déterminer la position du corps a un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrées de fonctions uniformes. Mais il est trés remarquable, 
comme l’a montré Jacobi, que les neuf cosinus «, 8, y, 2, 8’, 7’, 
", 8", y" sont des fonctions uniformes du temps. Ce résultat peut 
s’établir comme il suit. Les formules (4) donnent déja y, y’, >’ 
en fonctions uniformes de ¢. On en conclut 


VAtp? + Bag 
Dy 


sin) = 
ou,*en remplacant p? et g? par leurs valeurs, 
Gi hac Be Dis Gy A(De=e) : 
a= SI 2s Cie ee ee 
au Vee a Vas G(B =A) 


D’aprés Vexpression du module 4? et les formules définissant 
sn?ic, cn@ic, dn?ic, on peut €crire 


: k 
sin) = — \/sn2z — sn2vc. 
dnic 


Mais on a obtenu la formule (n° 102) 


@2(0) H(a—u)H(a+uz), 


sn2a— sn2u = 
meh Aa k 62(a)0?(u) d 


en y remplagant @ par 7 et uw par ic, et remarquant que, par défi- 


oe 5 0. 0, (te or 
nition, dnic = a as et fk = eae on trouve 
8 : SOs ES Mae are) L1G + ic). 


O1( tc) O( 7) 


D’autre part, l’expression (7) donne 


’ ahs H(t — tc) 
v — [ etht pate e aA 
et ot La 


done 
Bec: tHi(o) H(z ae 
iv 4 = vy pcs DEPRES 
Sheet O(c) O(t) 4 
Biden hie — tbo) Hi Sint $6) 


Ox (ic), O(7) 
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A Vaide de ces expressions on forme facilement les valeurs des 
cosinus 4, z, @’, 8, 6’, 6’,"en fonctions du temps. Il suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d’Euler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par leurs 
valeurs en fonction de 7. 

Nous trouverons plus loin ces mémes cosinus par une autre yoie. 


Cas de dégénérescence. — La valeur du module est donnée par 


(AB) (p—C) 


i Rep ae SE 
GETTY We 1: 


Ce module est nu/ quand A = B, c’est-a-dire quand lellipsoide 
d@inertie est de révolution (on a D> C; p. 212). Les. fonctions 
elliptiques deviennent alors des fonctions circulaires. 

Le module est égal a Vunité quand D —B: dans ce cas les 
angles 4,0, 4 et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la 


‘ 


fonction s = snz devient thy ou — tlang?iz, et les fonetions cnz 
fi oes = — ; ie I $ : 
et dnz se réduisent a Vi es Ola —- En imiroduisant 
eho COSLT 


un argument purement imaginaire ic défini par la relation (5), 
c est-a-dire 

ABC) ae Ac) 
A Be costc  G(A—B)’ 


tang?c 


on remplacera la formule (6) par 


dv Bo tang ec I 
= al SS ee 
de. nm 


cus*¢) tane*c — tangs ts 


: Pyotr a3 % wB 
qui donne, en intégrant et désignant par A la constante —.-+-tangc, 
a mu 


eae uy sine + it) 


VY = AT —- — Log — : 
2 ° sin(e — 77) 


On déduit de la les expressions des neuf cosinus. 


133. Herpolhodie. -— Dans la représentation du mouvement, 
Vaprés Poimsot, la polhodie est une courbe algébrique ; cherchons 
les équations de Pherpolhodie ou lieu du pdle m sur le plan 


fixed): 


(') Vowr ArvELL, Mecanique, t. I, Chap. XX. 
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En appelant 2, y, = les coordonnées du péle m par rapport aux 
axes principaux dinertie Oxry=z, on a, puisque le rapport —— est 
axes p paux LYs, oN a, puisg apport 5 est 


constant etégal a V/A ou U. VD, 
(9) “= 

Comme p, q, 7 sont des fonctions elliptiques de it, il en est de 
méme de a, y, z. Les équations d’Euler, dans lesquelles on rem- 
place p,q, r par cuV/D, yp VD, Su /D, donnent 


dx pit 
(10) A + uVD(C—B)ys =, BY + wYD(A— C)s@ =o, 


Appelons P la projection du point O sur le plan fixe HI, qui 


content Vherpolhodie, et désignons par ¢ et y les coordonnées 

polaires d’un point m de la courbe rapportée au point P. Comme 
, I 
OP = JD’ 


ona les équations sulvantes 


Br yr = oO? 4- 

(11) A 
) A 2?-+-B 27+ C 22=11, 
A2z2+- B2y?+ C222 D, 


—— 


2 2 


dont la premicre exprime que Om =Pm + OP, et dont. les 


derniéres sont les équations de la polhodie. Résolvant ces équa- 
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2 


tions par rapport a v7, v2, 32, on a, en posant 
a ? d D) 


A= (B— C)(C —A)(A— B) 


et 
m (B—D)(C—D) pes (G—D)(A—D 
eer et) BCD ae CAD : 
§) (A —D)(B—D) < 
am oe ABD : 
wr BOC = Babies pe VACA =O) 
ah isk bee rereen wana CA eek Mina EP Core e, SAE 
; ci 
a aoe 


Nous avons supposé A> B>C et D compris entre B et C (p. 213); 
alors A est négatif, et Yon aa>o, b +0, e<o. Done 3? est essen- 
tiellement positif et ne s’annule jamais, ce qui est d’accord avec le 
fait que r ne s’annule jamais. Pour que x? et y? soient positifs, il 
faut que o?—a soit positif et o6?— b négatif : 9? oscille donc 
entre a et b, Ainsi le rayon vecteur de l’herpolhodie oscille entre 
un minimum Va et un maximum Vb. 
En différentiant la premiére des équations (11), ona 


do dx dv $ dz 


ou, en tenant compte des équations (10), 


do — B—C C—A Ars uAVYDays 
Pale Was D bs : eee Bi vu < 
Oar BV Days ( APNE eRe Ae ) ABC ay 
cette équation donne enfin, en remplagant 2, y, <z par leurs 
valeurs (12), ; 


9 Lo Ah] SSW ets «el BARC inde | WR oe 
mM Pap = RVD Vv—(p?— a) (p?— b) (2 —e), 


équation qui permettrait de retrouver o? en fonction de ¢ par une 
fonction elliptique; cette expression de 9? en fonction de t nous 
est déja connue, puisque xz, y, s sont des fonctions elliptiques 
de t. 

Appelons + langle polaire que fait le rayon Pm de Vherpolhodie 


; Bes d; 
avec une direction fixe de II; l’expression e2 représente le 


moment par rapport a OP de la vitesse du point m, cette vitesse 


T ~ mr J e' N if 
, ‘ 
\ 
..5 Apy 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 22.6 


étant estimée par rapport au systéme fixe de référence. Mais m 
étant sur l’axe instantané de rotation a méme vitesse par rapport 


au systéme fixe et par rapport au corps mobile ; nous pouyons done 


cerire ? . 
dy (dz dy 
Pee = i ES 
edt (9 dt ~ dt ) 


la sommation étant étendue aux trois axes mobiles. Or, nous avons 


} P Aa 
remarqué (p: 219) que Ap=yDuy, ce qui donne y= —=; en 


vd 
vertu de (10) nous aurons donc 
Az By (Ova 
dt BEAG C—A_ A—B 


ees eae TN Sate OO 
au moyen de (12), on obtient ensuite ’équation " 


6 ay 
(4) ph = (92+ 8), 


iy 


(A —D)(B—D)(C—D) 


ae 
ABCD » cest 


ot. E désigne la constante négative 
j-dire —= v= abcD. 

les deux relations (13) et (14) donnent 9 et y en fonction du 
temps. L’élimination de dé fournit léquation différentielle de 


Pherpolhodie 


(15) ay 


qui donne y par une quadrature. 
Ceci posé, nous allons vérifier que 


co etk= pcosy +tosiny 


s’exprime en fonction uniforme du temps. On a d’abord immé- 
diatement 97 en remplacant, dans |’équation (12). 


y? par sa valeur en fonction du temps 


| SSE Ware tales sn?% 
mene BCH Gye 
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On trouve ainsi 


nic 


ey en) (A — BC 
SR CAD ABC 


ou bien 
(A—B)(D—C) 


SS = eee es 
en posant 
f a2 ee: (A —D)B 
sn-v = (A == BD? 


Les relations 
(2 By De) 
CB =a al 


2 


cn?y =1— sn?9, dn?9 =1— k? sn?¢, oi 


donnent env et dne. Rapprochons les trois résultats suivants : 


18:5 1 Ae AG) : C(B— Dy 
——_——_—__*» 2 pe RS See Le awe YG RET at 


Pour obtenir 7 nous partirons de légalité (14) qui donne 


ayct | ui 
ia “2” 


0 . I 
et, en remplacant o? par sa valeur en fonction de = et dé par iz as; 


dy =» wi(A—D)(B—D) z 


dt Dea meNC D(A—B) sn?7 — sn2v 


Décomposons le second membre en éléments simples en nous 
servant de la formule 


2snecny dne O'(e) H'(¢ —7) H’(¢ +7) 
—_ 2). se 
sn?2¢— sn2¢ O(v) H(e—7) H(¢ +7) 


Nous déduirons @abord des valeurs de snv, eng, dng et n la 
relation 


2 ye sy seae pe? (A-——-D) (B= D) 2 
sn2¢ cn?¢ dn2¢ =— [St |"° 


el nous pourrons ensuite écrire 


a, I snecnedne 
fk = E SUH ES SE 
dt n tu sn27 — sn? 
puis : 
Beeson pple) ENG X2) BSEREe) 


ds “10 OGL H(t — ¢) ~ Hee)” 


N 
we 
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On déduit de la 
“O' Ze Gl) ) + : 
2 = 20: Fi 
yk, hier ee Ow) * Ahead 
H(<+ ¢) 
y désignant une constante arbitraire. 
D’autre part, ona 
pees ee 
ABC 


(sn?z — sn?¢) 


ou, d’aprés une formule déja rappelée (p. 150), 


(A —B)(D —C) 62(0) H(z — 0) H(z+8) 
we ABC k @2(=) 02(v) 


oO 


On voit alors que ¢ 207th est le carve d’une fonction uniforme et 
Von obtient 


é Y | B+ oe Joo H(z — © 
f iA—N (v) ——_——_ 
pe Ne @(s) 3 
en posant 
Neen (A—B) (DC) 02(0),, kt n? 87(0) , 
oe ABC. k@2(v) ~~ Dp? £O2(¢)’ 


la quantité us rae est égale 4 H'(o), comme il résulte de ce que 
la limite de = = est 1 pour «=o: ona donc 


th H'Co) 
nad. 0)” 


N= 


le signe étant arbitraire, 4 cause de la présence de y; en définitive, 
Vherpolhodie est done définie par léquation 


; H’(o) H(z<~—e | 4 S| sy 
tn (0) (a0) 5 n Ov) ‘ 


0 etk — ——— : 
uyD 8%) Ot) 


En se reportant aux valeurs de sn?y, en?y, dn? en fonction 
des données, on voit que lon a 


I 
I< sn29<— < Fa° 


D’aprés cela, > — K est purement imaginaire. Cette remarque 
nous conduit a poser 


¢—K=a, 


et a remplacer v par cette valeur dans Péquation de Pherpolhodie. 
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Cette équalion devient 
in H'(o) Hy(7—a@) 
uV/D (a) 8(*) 
ip 01 (a) 


th=— + ——> 
n O(a) 


A elt, 
\ 


==n(t—to), 


a est purement imaginaire et ) est réel; y est une constante arbi- 
traire réelle. 


134. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de Vherpolhodie et Vextrémité w de la rotation instantanée sont 
en ligne droite avec le point fixe O et on a vu qu’on a 


o=OmVh, soi Vh= es VD. 


Si donc, on appelle p, et g, les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes Ox,, Oy,, on aura 


Pit ign=pyDe et% 
ou bien 
H’'(o) H,(< — a) 
0,( a) OCz.) 


et(ht+y) : 


Pitiqi=—in 


C'est a un changement de notation prés la formule donnée par 
Hermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques, 
p- 35; Ouvres, t. II, p. 302). Lrargument w qui figure dans la 
formule de Hermite et ’argument @ employé ici sont liés par la 


relation 
C=wu ik, 


135. Les neuf cosinus déduits de l’équation de Vherpolhodie. 
— Comme on l’a déja remarqué (n° 132, p. 215), Ap, Bg, Cr 
sont les projections du segment Oc =/=Du. sur les axes mobiles. 
On a donc 


ems Ue Ph Beh —aDin, 
dot 
A(D—C 
ie ple Olecee, pag (/MOS, 
s ‘B(D—C) 
y= O snt = 
Y ~ Sn ) Q D( BSC)’ 
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Nous allons d’abord exprimer P, Q et R en fonction de largu- 
ment ¥ qui figure dans l’équation de ’herpolhodie. On a 


- B(A~D) (A—B)(D—C) 


CS D(A — B) (B—C)(A—D) 


SAIS R= 


puis Videntité ; 
P2 cn2< + Q2 sn?t + R2 dn?7 =1, 


ot! Yon fait successivement cn27 = 0 et dn?z7 = 0, fait connaitre R 
et P; on trouve ainsi ; 


] 
Y=— Fone cnt, vies KSnY SIT; es ¥ = sid dn z, 
ic ’ v 
ou bien 
SL Geserlgs)) LLCO He) 0,(¢) 0, (7) 
Y =— 1. ———_, y= ——— ; =~ ———_—_,, 
0() O(t) O() O(t) O(v) O(t) 
et, en posant 
¢—K=a, 
de sorte que (n° 133) a est purement imaginaire, 
Sem ICOLINGD _, _ Hi(a) H(2) yy O(a) 81(2) 
C " @i(a)@(t)’ ~ @1(a)O(t)” (61 (a) O(t) 


Pour caleuler les autres cosinus nous prendrons comme 
inconnues 
a dB, oi Re" 418" 


Entre ces inconnues, on a les équations linéaires 


(a + 2t8)y + (a’+ 2B’)y'’+ (2"+ ¢8")y"= 0, 
7 (a" + 18") — y"(a'+ 78’) =— t(a+ 8), 
(4+ 18) p+ (a'+ 8’ )g + (a"+ i8")r = pit igi; 


des deux premiéres, on déduit 


URN Pes Cie Grit aA 

y2——1 
hee he fey te 
a”’+- 18" = (a4 + 28) ea 


et, en portant ces valeurs dans la derniére équation, 


(a+ 16) Gt Fe) = Pr+tq. 


APPELL ET LACOUR. - 1D 
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Si lon tient compte des égalités 
AV Deal Bg-= 17"; Circle 


all ap an _—— — 
Bog eee a? 


on peut écrire cette équation 


ia I I ees Sp I I 
(py) earls %) : 
(4+) oS a ee eee =—Pi+ lq. 


Il-reste a exprimer en fonction de a les quantités 


zea oT 1 ) I I 
(g-z). Meng) 


\ 


on peut le faire en se servant des relations suivantes : 


I 1 
V5-s OR . jsne dne 
I oye Pate ene 
Cas 
cog FOULS aia Hila) (a), 
=; H,(¢)0(¢) H(a)®,(a)’ 
on a ainsi 
i(2 Loe in Lt (@) 914) 
aed — H(a),(a)’ 
1 Th Nea eMC Ce Onc) 
(a-3) = ” Hi (a)@(a)’ 
I Sere 1 
(i$) «000t(§—¥ 
v2 ——] 


aay H,(a) 0(a) Hy(t)0(+) + H(a)0,(a) A(t) 0, (7) 
oe 07 (a) 0°(*) + H2(a) H3 (ct) 


Si lon divise les deux termes de cette fraction par 02(a@) 02 (z) 
et st lon y imtroduit les fonctions sn, en, dn, elle devient, a un 
facteur constant prés, égale 4 cn(< — a) : sa valeur exacte est 


@(0) H,(o0) H,(« — a) 


a d 


07 (0) O(t —- a) 


<i 


oe Te ee 
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et “égalité qui définit « + 78 peut s’écrire 


0(0) Hy(o) Hy(< — a) 


H'(o) H,(< — a) 
O07 (0) O(t—a) 


ass n(a+7) = Pit iq re Bila) @(a) eu(AT+y) , 


En supprimant les facteurs communhs, eb remarquant que 
H'(o) Hf,(0) 


O(0) ~~ O;(0) 


sont deux quantités égales a \/k, on a enfin 


w+ £6 ag ODO 2) since 


0,(a) O(z) : 
et Yon en déduit 4’ + 78’, a” +78", 
Réunissons les valeurs des neuf cosinus : 


. H(@) Hy(*) : . 0,(0) O(t — a) 
=- (~——— _, Byscti G ay SER 
x P 0,(a) O(t) 


ellAt+y) 


0,(a) O(s) 


eee Hi(@) H(t) ere (me O(0) O17 = 4) pce 
: 0,(a) O(7) 0,(a) (7) , 
“3 O(a) O,(7) « ae, Hi(o) W(t = @) oiycyyy: 


@,(a) Olt)’ 


7 fae fae et gear ea 
bs up @,(a) O(s) 


IV. — PoLyGones DE PONCELET. 


136, Remarques générales. — Les théorémes de Géométrie que 
Poncelet a découverts (Trailé des propriétes projsectives des 
figures, 2° éd. t. I, p. 280; Applications d’ Analyse et de Géo- 
métrie, t. I, p. 308; t. II, p. 1) sur les polygones inscrits a une 
conique et circonscrits 2 une autre conique, se rattachent étroite- 
ment a la théorie des fonctions elliptiques, comme I’a montré 
Jacobi (') (Journ. de Crelle, t.3; Gesamm. Werke, t.1, p. 279). 
Ces théorémes sont projectifs : ils s’appliquent a des polygones 
réels et a des polygones imaginaires. On sait que, par une trans- 
formation projective, on peut toujours transformer deux coniques 
en deux cercles. Dans l’exposé suivant, nous supposerons, avec 
Jacobi, quil s’agit de deux cercles, et nous nous occuperons 
uniquement de polygones rée/s. Nous verrons que le cas ow les 
cercles sont extérieurs se distingue entiérement des autres cas. 


137. Théoréme de Géométrie préliminaire. — Rappelons 
Wabord un théoréme élémentaire. Soient ( fig. 21) deux cercles 


(1) Voir également MoutarD, Applications... de Poncelet, t. I, p. 53. 
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’ ve 
de centres O et O,, placés d’une facon quelconque lun par rap- 
port a autre, et DD! leur axe radical. D’un point M du cercle O 
extérieur 4 O,, menons la tangente MT au cercle O, et la per- 
pendiculaire MP sur D: ona 


MT? = 2.00,.MP, 


oti OO, est une constante égale a la distance des centres. 


Nous ne nous arréterons pas a démontrer cette relation qui est 
Pinterprétation géométrique des équations des deux cercles et de 
leur axe radical. 


138. Premier cas de figure. Introduction des fonctions ellip- 
tiques. — Supposons QO, intérieur 4 O. Soient MTM, une corde 
du cercle O tangente 4 O,, MP et M,P, les distances des deux 
points M et M, a Paxe radical D supposé horizontal. Si le point M 
se déplace infiniment peu de MM’= ds, le point M, se déplace 
dans le méme sens de M,M' = ds, : les deux éléments d’are ds 
et ds, ont donc le méme signe. Les deux triangles semblables MTM’ 
et M, TM’ donnent 

MM’ MyM. 
MT M,T’ 
mais, d’aprés le théoréme préliminaire, on a 
| MT  /MP 
MT /M,P, 


rege 
4 
' 
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done on a la relation 


(1) ds ds, 


VMP /M,P,_ 


Introduisons maintenant les intégrales, puis les fonctions ellip- 
liques. Soient 4 langle au centre M)OM, compté positivement 


Figs 223 


vers la droite, a partir du rayon vertical descendant OMo, et 4, 
Tangle M,OM, : appelons a la distance de O a D et J le rayon : 
on a éyidemment 
MP = /cos8-+ a, M,P,= /cos0,-+-a, 
alae spre ee 


dot en portant dans (1) 
da) da) 
(2) 


Va +lcos6 < Va+lcosh, 


Les deux différentielles elliptiques qui figurent dans cette rela- 
tion se raménent a la forme normale de Legendre par le chan- 
gement 


en Os 
cos =i—»sin?-, COSC) =o Sine 


2 


On a alors en posant 
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Le module & est réel et inférieur 41, car a> L. 


Introduisons une nouvelle variable 2 en posant 


Ab Pah 

Boone 
Beer. 
2 


ott © est suivi par continuité quand f) partant de o varie dune 
‘ 


maniére continue. On a alors, en faisant inversion 


f MP 
— fk2sin2- = = dino. 
/: i sin? you dn¢ 


Si lon reste dans le domaine réel, 4 chaque point M répondent 
une infinité de valeurs de 4 différant de multiples de 2 et, par 
suite, une infinité de valeurs de ¢ différant de multiples de 2K si 
lon désigne par K Vintégrale compléte 


K - | dv 
Vi1— 2 sin2h 


=*0; 


x 


: i) 
car si ) augmente de 27, s= 4 augmente de zx. 


Si nous appelons de méme ©, une valeur de ¢ correspondant 
au point M,, Péquation (2) donne en intégrant 


(3) o%—o=L, 


ot L désigne une constante; on a alors 


ee 9 
sin= = sn(¢ + 1), Cos en p.-eL) 


(/i—e eine = yee =dn(o+L). 
z: a+l ; 


Cela posé, partons d’un point M correspondant a une valeur oy; 
la tangente MM, au cercle O, aboutit sur le cercle O a un pomt M, 
correspondant a 


o%=o+1L, 


le signe = signifiant une égalité a des multiples de 2K pres. 
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Menons ensuite la tangente M, My qui aboutit au point My corres- 
pondant a une valeur 92, nous aurons 


Oo 7 ee O81), woes, 


et ainsi de suite. Aprés avoir mené 7 tangentes consécutives nous 


aurons le point M, correspondant a 


On=otnh, 


139. Condition de fermeture. — Pour que le polygone MM,, ..., 
M, soit fermé, il faut et il suffit qu'un mobile parcourant les arcs 
successifs MM,, M,Mo, ..., Mn_., M, parcoure un nombre 
entier g de fois la circonférence. Done il faut et il suffit que 


On=e+ 9.2K, 
c’est-a-dire que 
(4) . nL=oqKk, 
relation indépendante de». Si Von peut trouver.un nombre n 
vérifiant cette relation, c’est-a-dire s le rapport =. est rationnel 
et égal a une fraction irréductible 


a 
on voit, qu’en partant d’un point quelconque M, on revient a ce 
point aprés avoir tracé exactement n tangentes consécutives et 
parcouru gq fois exactement la circonférence O. On a ainsi un 
polygone de n cétés inscrit dans O et circonscrit a O, : on voit 
que ce polygone P% est caractérisé par les deux nombres n et q; 
s'il en existe wr, rl en existe une infinité, puisque M est arbitraire. 
On peut remarquer que les deux déterminations de L 


Pee a on ee 


= DIN, 
n n 


ot d est entier, sont équivalentes et donnent les mémes polygones; 
on peut done supposer g <n; de méme les deux déterminations 
g Tee, 


[eee oe llap = 


n n 


DAK 
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donnent les mémes polygones : car, si en allant de M en M, dans 


un sens, ona 
e—gm=L; 


en allant de M en M, en sens contraire, on a 
4 } 


eo—1=2K—L=Iy. 
T 7 


On peut donc, comme dans la théorie des polygones réguliers 


* “1 . . ime ae 
convexes Ou étoilés, supposer qd premier avec net inférieur a oa 


Lorsque g =1, le polygone est convexe; il est étoilé si g > 1. 

Pour que les polygones P¥ existent, il faut et il suffit qu'il 
existe une certaine relation algébrique entre les rayons / et 4 de 
deux circonférences et la distance OO, = c de leurs centres, Pour 
former cette relation, supposons le cercle O et l’axe radical D 
choisis arbitrairement de maniére que a > /: il faut ensuite déter- 
miner le cercle O, de fagon que 


Comme on peut déformer le polynome PZ d’une maniére 
continue, de fagon que ses sommets décrivent O et que ses cétés 


Fig. 23. 


| wy i 
enveloppent O,, nous pouvons supposer qu il existe un cété hori- 
zontal MM, (jig. 23) tangent au point le plus bas H du cercle O, ; 


pour ce coté, on peut prendre 4,=— 8, 9, = — 9, et comme 
L 
sa eral, et gee eos ot 
2 
Alors 
VF 6 4 
sin —\<= sits cos— ee 
2. 2, 2 2 
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En projetant le contour O, OM, sur la verticale O, H, on a 


l,—e 


1 ? 


COSO t= 


¢ élant la distance OO,. On a donc 


l,—e 
ee “ee 
: : ol 
le module étant 2 = avec 
Goat 
PP [2— [2 4- ¢? 


Pour exprimer que le polygone P% existe, il faudra écrire la 
condition nécessaire et suffisante 


5 : o7@K ee eer 
(5) aires I 7 


qui donne une relation entre J, /, etc. 
En s’appuyant sur la formule (10) (n° 92), le lecteur 
démontrera aisément quill existe une relation algébrique entre 


: ¢ gk : : ; ; 
cnnu, cnu et k?. Faisons u = i; on en déduit qu'il existe une rela- 


5: a iae t,—e : z : a e 
tion algébrique entre » k? et cngK; or cn?gK = 0 ou 1 sui- 


ae ly—c Fe ane : é . , 
vant la parité de q; ray satisfont donc a une équation algé 


brique, comme nous l’avions annoncé. 
Par exemple, pour qu’il existe un triangle inscrit a O et cir- 
Bert 1 8 
conscrit a O,, il faut et il suffit que 


K j;,—e 


Nous avons donné (fig. 24) le cas du triangle et celui du penta- 
gone étoilé. 

Si a augmente indéfiniment, les cercles deviennent concen- 
triques, / = 0, et les polygones, quand ils existent, sont réguliers. 


Interprétation par le mouvement d’un pendule simple. — 
Supposons que le cercle O soit décrit par un pendule simple qui 
aurait, 4 chaque instant, la’ vitesse ¢ due a la chute d’une hau- 
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teur MP; on aura done > 
pe eae NI eh 


MP étant la distance de M a l’axe radical DD’ (cas du mouvement 


révolutif, n° 129, 2°; voir aussi Traité de Mécanique rationnelle, 


M, 


par P. Apprie, 2° éd., t. 1, n° 248). Side M on méne latangente MM, 
au cercle O,, le point M, est entrainé, dans le méme sens, par le 


mouvement de M; appelons ¢, sa vitesse; d’aprés (1) on a 


dot 


Le poit M, se meut donc comme un second pendule, placé dans 
les mémes conditions initiales, mais parti en avance sur le premier 
@un certain temps 7. On peut dire aussi que M est la position 
dun pendule au temps ¢ et M, la position du méme pendule au 
temps 


tj =, 


oul 7 est une conslante. Comme vérification. en introduisant la 
variable précédente 9, on a, en posant 


2g(at+] 
ya V28e +S) 
Fh 
At = 0, See Ne sab 


1 


Le polygone MM,... M,, obtenu en menant les tangentes. 


successives MM,, MyMz, ..., Mz_, Mn, a pour sommets les posi- 


latina " 


A ea 
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tions successives du méme pendule aux instants 


Geet atte Cat OAG eg Li. 


7) Sei 


Si done t-est commensurable avec la durée T d'une révolution 


complete, le polygone se ferme quel que soit le point de départ M ; 
c'est le théoréme de Poncelet. 


140. Généralisation de Jacobi. — Soient plusieurs cercles O,, 
Oo, ..., imtérieurs a O, ayant, avec O et entre eux, le méme 
axe radical DD’. On peut mener la tangente MM, au cercle O,, 


Fig, 29. 


puis M, My, a O,, puis M. Mg a Os, et ainsi de suite, les points M, 
M,, M2, .-., M, étant tous sur O. On a alors 


2—o= li, 
62 —o9=Ip, 
Bah ROR ee 5 
Si), ND Ly 


Si done L, + L,+...+L, est commensurable avec 2K, le 
polygone MM, ... My se ferme quel que soit le point de départ. 
On peut imaginer que M, M,, ..., M, sont les positions suc- 
eessives d'un méme pendule aux instants ¢, £7), ¢-+,%3; ..+5 
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t+t,. SiT,+T,+... +T, est commensurable avec la durée 
de révolution T, le polygone se ferme quel que soit M. 


141. Deuxiéme cas : les cercles se coupent. — Supposons 
(fig. 26) que le cercle O, coupe O en deux points A et A’ corres- 
pondant a langle « de OA avec la verticale descendante OM). 
L’axe radical DD’ est AA’, supposé horizontal; la partie utile du 
cercle O est, sur la figure, la partie inférieure A’M,A. Actuelle- 


ment a< /; si l’on appelle, comme plus haut, 4 et 4, les angles 
au centre correspondant aux deux points M et M, ou. une tangente 
a O, coupe O, le point de contact T de MM, avec O, peut étre 
placé soit entre M et M,, soit a ’extérieur de MM,. 

Dans la premiére définition (tangente MM,) ona 


ad da, 


Va +lcos0 Vat cost, 


car d§ et df, sont de mémes signes; dans la deuxiéme définition 
(fig. 26) | | 


_Va+leos6 —Vaticos); 


car df et df, sont de signes contraires. Pour donner A la diffé- 
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rentielle elliptique la forme normale, on opére comme dans la 
théorie du pendule simple (n° 129) : on fait 


nO) ke 
a= — Icosz, cos) =1— asin?-, cosa =1—2sin?-, 
2 2 


. en les 
sin-—- = WU SiIn—-- 
2, 2 


Alors les relations (6) et (7) deviennent 


du du, Be ies 
ee eee <= sin = 
VAS n) (hu) YG ut) G— Fur) 2 
Posons 
ig To ak 
u=sng, sok =k sno, cos— = dng. 
2 2 


A chaque valeur de ¢ correspond un point du cercle. A chaque 
poit du cercle correspondent des valeurs réelles de © déterminées 
sans ambiguité, car si lon change 4 en 4+ 27, © augmente 
de =o 7 Kk 

Si la tangente MM, est du premier type, ona 


do, = do, %1=o+L 
comme précédemment. Supposons que M marche dans le sens 
positif, w et © suivis par continuité croissent, uy et 9, aussi; a un 
certain moment M, vient en A, w;=1, 9,= K et le second radical 


s'annule. Si uw et © continuent a croitre, uw, diminue, mais 9, 


continue a croitre, car 


ee ee ee ed aie du, : 
g1= ———————— 
Va—u?)a— Fu?) u? ) 1 —VU— 4?) 1— ku?) 


les points prennent la seconde disposition M’M'T’ (fig. 26); on a 
alors encore 


dev de, = 9 > LL. 
La relation ¢, = + L, s’applique donc aux deux dispositions 
de la figure, et les conséquences sont les mémes que plus haut. 


Si sx est rationnel, il existe une infinité de polygones inserits 


' Ee 
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dans O et circonscrits 4O,. Pour qu’il existe des polygones Peon 
faut et il suffit que la relation (5) soit vérifiée, le carré du module 
ta +5 
ee Par exemple, pour n= 3, on 


k? étanit égal actuellement a 


peut avoir un triangle auquel O est circonscrit et O, exinserit. 
Si l'on méne une tangente commune aux deux cercles, le poimt 
de contact R avec O est tel que u,= uw; on a alors 


Or 2K — oo, 
dou, comme 9, =L-+ ¢, 
2K — L 


2 


-G 


On obtient de méme le point de contact symétrique Se 


142. Interprétation par un pendule simple. —- On peut ima- 
giner que M est un pendule simple oscillant sur O et partant de A 
sans vitesse; on voit alors que M, peut étre regardé comme une 
position du méme pendule qui est en M a Vinstant ¢ et en M, a 
Vinstant ¢-+- + (+ constant). Les points successifs M, M,,..., M,, 
sont les positions du méme pendule aux instants 


(Ine a a IES De <i Leta Tetos 

Si 7 est commensurable avec la période T d’une oscillation, il 
existe un entier r tel que M, se confonde avec M. Quand 1 
varie, tous les points se meuvent, le polygone MM,... M,_,M 
se déplace et se déforme de fagon que ses sommets décrivent O 
el que ses cotés enveloppent O,. Dans le cas actuel, on a 


enn/$, Lar/E. 


143. Troisiéme cas : le cercle O, est extérieur 4 O. — Les tan- 
gentes menées des points M du cercle O au cercle O, se divisent 
en deux familles distinctes, suivant que leur point de contact T 
avec QO, est sur l’arc de droite T/T” ou sur l’arc de gauche S/S’ 
symétrique du premier par rapport a OO,; les premiéres s’ap- 
pellent tangentes de la premiére catégorie, les autres de la seconde 
catégorie. Kn restant dans le domaine réel, on ne peut pas passer 
par continuité d’une tangente d’une catégorie a une autre tangente 
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de lautre; de chaque point M de O on peut mener a O, deux tan- 


gentes, une de chaque catégorie. 


Tangentes de la premicre catégorie. — Appelons 


, COMmmMe 


dans le premier cas, / le rayon de O, a la distance du centre O a 


l'axe radical DD’; soient 4 et 4, les angles au centre O des 


rayons OM et OM, aboutissant aux deux points ot la 


coupe la circonférence O. Ona 


dp d), 


TT 


car d et d4, sont constamment de signes contraires 


comme dans le premier CaS, 


Gos). =1— 2 Sin2—» 2s 
2, 


ona 


tangente 
v 


. Posant, 
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9 6§ 
is 
ea 
iss ie ; 
c/o L=—= fe ea 


Faisons encore 


on a actuellement 


§ 
sin— = Sng, COB te? 
dx =— do, 
4 ‘ 
gp+tou=L, 


L désignant une constante, et la derniére égalité ayant lieu a des 
multiples de 2K prés, si l’on se borne aux valeurs réelles. En par- 
ticulier, pour les points de contact M’ et M” des tangentes com- 
munes, ona 


5 . if 
i Oe dot o=—» 
2 
ou 
es, L 
m= 2K dot aS Kk. r 
Tangentes de la deuxiéme catégorie. — Comme les tangentes 


de la deuxiéme catégorie sont symétriques des premiéres par rap- 
port a2 OO, et que deux points symétriques s’obtiennent en 
donnant a 9 deux valeurs opposées, on a pour les deux points 
M, M, ou une de ces tangentes coupe O 


9+ o%=—L. 


Ceci posé, partons d’un point M : la tangente de premiére caté- 
gorie partant de M coupe O en un point M, tel que 


o,= L— 9. 
De M, part une tangente de seconde catégorie M, My qui donne 
P+ o=—L; 
De M, part une tangente de la premiére M, M;-qui donne 
3+ % = L 


et ainsi de suite. Sil’on revient ainsi au point de départ M, on ne 
peut y revenir par une tangente distincte de MM, que si la der- 
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~ miére tangente M,_,M, (M, confondu avec M) est de la seconde 


catégorie, ce qui exige n pair = 2p. On voit done « priori qu'il 
ne peut exister que des polygones @un nombre pair de cotés 


inscrits a O et circonscrits & O,. On a successivement 


ie i 9% 

Y =? L+ 9, 
rs Ys =3/ b= 9, 

A ccbeotaweiats esis a0) ‘i 

ep =—2apl+¢ 


Pour que le dernier point se confonde avec M, ib faut et il suffit 


que 


1S . . 
fe ee EE (irréductible ); 
K P 


il faut et il suffit que les deux cercles soient placés de fagon que z 
soit rationnel : alors le point M étant arbitraire, le polygone se 
ferme toujours au bout de 2p opérations. 

Dans ce cas, pour obtenir la condition de fermeture, on peut 
employer une méthode qui, d’ailleurs, s’applique aussi aux deux 
autres cas. On peut supposer un sommet au point le plus bas My 
(fig. 28).-Soient M,M,T, la tangente, 6 sa distance OQ au 
point O; soit 

Or Ore: 


Alors en appelant 9, et 4, les angles au centre pour M, et M,, ona 


0) 705 Oy =0 et = L—g= L. 
Or 
oe ool 
Le eel’ 
. is ; f) 
etle triangle M,OQ donne 6 = lcos=- 


2 


On a de plus » 


eee! = ee 
2 
donc 
sls = Hs . 
l c+l ‘tet 
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Telle est la condition, ayant une certaine valeur commensurable . 


avec K, 


Crest un fan remarquable quict il n’existe de polygones de 


M M, 


) ae ; : Pike, afi 
Poncelet réels que (un nombre pair de cotés. Ainsi il ne peut 


2 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 243 
pas y avoir de triangle; car le cercle cireonserit et un cercle 
exinserit se coupent douwyours; le premier polygone possible est 


un quadrilatere comme le montre la figure 29. - 


Remargue. — Si lon voulatt analytiquement trouver un poly- 
gone 2p — t_ cdotés,-on aurait a éerire 
opal = 


© est-a-dire 


Vou 
2G =(»p—1)L+e2qgK. 


On aurait alors des points de départ spéciaux. Mais il est aisé de 
voir que les polygones ainsi obtenus sont repliés sur eux-mémes, 
en ce sens qu’en partant de Mon trouye pour sommet M,_, un 
point de contact des tangentes communes; M, se confond alors 


arco My. Mis, avec Mpxbs <q, Mop ,-avec-M. 


Interprétation par le mouvement dun pendule. — Linter- 
prétation par te pendule est actuellement moins simple. Nous la 
proposerons comme exercice. I faudrait considérer deux pen- 
dules tournant en sens inverse sur le cercle et passant au point le 


plus haut, a des instants différents, avee des yitesses opposées. 
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lL. Rectification de l’ellipse. — On peut repreésenter les coordonnée 
d'un point d'une ellipse par les formules , 

Gia CU SMiths Vie= Ons, 
et si lon prend pour module lexcentricité, on trouve que Tare, compte a 
partir du point le plus haut, a poar expression (ef. n° 102) 


cy (one 0" (0 O'(u)) 
S—a / (sx— k?2 sn?u)da=a Jean rate so |: 


0 


Liorigine du nom de fonctions elliptiques est liée a ce probleme. 


2. Lignes géodésiques du caténoide (surface engendrée par la révolu— 
tion d’une chainette autour de sa base). 
| L’axe de- révolution étant pris pour axe Oz et rdésignant le rayon d'un 


paralléle, on a, pour léquation de la surface, 


z = 
a = oe, 
—\eC +e “). 


2 


4 


On trouve que la projection des lignes géodésiques sur le plan des xy 
a pour équation en coordonnées polaires 
cag bdr 


V(r2— a2) (7? — 62) 


> 


C= 
ie 
6 deésignant une constante arbitraire et Vangle 6 étant compte a partir de 


la direction asymptotique. 
1° Soit 6 > a. En posant 


b 
==U 
; 
ona 
= du a 
(= . yeas) 
Jo Yu—w)(i— Pu) b 
Done 
b 
ois G Mes . 
i sn 0 
Telle est Péquation de la courbe. 
2° Soit b> a. En posant 
a 
—_- = V, 
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ona : 
2 de b 
| Via = Re) Z 
Done ; 
0 a 
9 = sn— i . 
ke 6 
sn 
k 


> Si b= a, on est dans un cas de dégénérescence, 4 =1 ¢ 
T= a coun OC" ),] 


°, Montrer que Jes courbes coordonnées uw = const., ¢ = const. qui ont 
été employées dans l'étude de la surface des ondes, constituent deux fa- 
milles orthogonales, 


4, Les neuf cosinus qui servent a définir la position relative de deux 
triédres trirectangles peuvent s’exprimer en fonction de trois parameétres a, 
u, X au moyen des formules suivantes : 


;Hiw®) Hw) .0,(0)0\(u— a) 


Na BoE oS G) nO) ees ee Eee 2th 
@i(a) Oi (u)’ a Bea Lime caper. 2 
wi.  ~Hrte) Hil) paler tp (0) @(u— a)» 
O(a) O\(u) 4 @,(a)O,(u) 

Ly eee O(a) O( uw) ; pu y ane. Eka) Me 2) 2. 
i 0,(@)0,(u) : O,(a@) Oy (1) 


dans lesquelles on suppose wu et A réels et a purement imaginaire; de plus, 
les fonctions de Jacobi sont supposées construites avec un module réel. 


| Il suffit de vérifier 
7? rattan 7? aie ay 2 =i; 


(a+t8y+ (2 +70 )?+ (a"+ 18" =0, 
y(a+UB) +7 (a +78') + y"(a"+ 728") =0, F 
(a+ 78)(a—18) + (a'+ €B')(a'— 1B) + (a"4 Th") (a"— 08") = 2. 


Cela résulte des identités suivantes : 


OF (a) OF (uw) — HF CALNE) = Beka TPR Boas SEAS 

Tae HC CERN aah ee 0; isan a) Hy(u) 
= 0(0)0(uw— a) H(a) (wu), 

0?(0) O(u—a) O(u+ta)= 02(a) 02(u) + H7(a) H7(u), 
82(0) O(u—a) O(u+ a) = 0} (a) OF( uw) — H7(a) HF(u), 

HN? (0) Wy («e —a) H,(u + a) = 07 (a) 02 (u) — 82(a) O%(u), 


(1) GREENHILL, Fonctions elliptiques, p. 138. 
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et dune autre identité qui se déduit de la premiere de celles-ci en y rem- 


placant @ paro et uw par u—a.| 


5. Vérifier que les valeurs précédentes des neuf cosintus satisfout aux 


relations 


ee akan OURO? iy)” eamOe oils wim SOP (ye gs 
et UA wae) (2 Area G0 hme pny Ly, 
(alo— UB" \ (ai =Pg 8) ee ayy = BY 


(1—18) (7 +18’) =— yy + 0y, 


‘ 


équivalentes au systéme suivant 


Dt fal (an Pst: Ape OR mle, 
a’ oa! + BY" + +’ ~/" = 0, (Hu4p— sp, 
y renee " A! RQ au, 
Ot 9B. ote omen Os IrCC 2 ee ZS or 

1 A Bim ' A at f ' 
a4’ + 33 stan, Va Os (=49 se 


(D’aprés cela, les deux triédres dont la position relative est définie a 
Vaide de ces cosinus ont méme disposition. ) 


6. Surfaces pseudo-sphériques de révolution. — Les coordonnées carté- 
siennes r, z d'un point de la méridienne d’une de ces surfaces sont données 
par l'un des systémes suivants (ott A et R désignent deux longueurs ) : 


=] 

| 

3, 

a 

\| 
a ee 

— 

Ne 
=| eo 
Ne 

a 

sr 

Sy 

© 


u Sr 2 i 
Pry ah == a OSS G7 
Rp? i Re N x ¢ ; 


u 1 
rch ys xs = finan 


Dans le premier cas, on a une tractrice; dans le second, on pose 


) ; nae R 
"= Rkent, avec A=RA‘'; dans le troisiéme, on pose r= *% dnz 
a 
Rk’ 
avec A= ——- 
k 


Discuter la forme de ces méridiennes (voir L. Biancut, Lestont di 
Geometria differenztale, »* édition, t. 41, p. 225-998). 


————— 6 aa 


CHAPITRE VI. 


FONCTION p A PERIODES IMAGINAIRES CONJUGUEES 
DISCRIMINANT NEGATIF. 


J. — Le piscrimin: 


PEST NEGATIFE. VALEURS REELLES DE pu ET DE p'u. 


144. Objet de ce paragraphe. — Soient w, et = deux quantités 


réelles, non nulles, que nous supposerons positives pour fixer les 
idées. Posons 


2W, = Os 


I 1 te 
Oy, 203 = M+ Wy 5 


Os 


Je rapport ayant sa partie réelle non nulle (et positive), nous 


LW, 
pourrons construire une fonction pu admettant 20, et 2, comme 
périodes primitives. Nous nous proposons de montrer que les inva- 
riants sont réels, que la valeur de la fonction est réelle quand 


Pargument est réel ou purement tmaginaire et nous en déduirons 


que le discriminant 23 — 27 gj est négatif, 
{45. Les invariants sont réels. — Ices invariants sont donnés 


par les séries absolument convergentes 


I v I I : ! 
7 ae Oo = oy et ae a ES, — §3= a 
60° wd (21) + DM )* 140 (2101+ 2Nws;)° 


Comme les quantités 
2704+ 2NS3, 273+ AN, 
sont imaginaires conjuguées, on peut, dans chacune des séries 


précédentes, associer deux a deux les termes de facon que leur 
somme soit réelle. Done les invariants gy et g; sont réels, 


146. Arguments réels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugués. — Arguments réels. — De méme, dans la série absolu- 
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ment convergente 


ico >) I I 
Seca ur (u— ow)? we 


(VV = 2MW,--2NO3, 


SSO pr Sie ltt aeBianO nt ays 
nS 
w= 0 exclu, 


si on suppose uw réel, on peut associer deux a deux les termes de 


facon que leur somme soit réelle. Donec, pour un argument réel, 
la valeur de la fonction pu est réelle. 
On voit de méme que la dérivée 


2 
6 


[ 
) iu = — — = 2, a 
J m3 5 (u— w)3 


est réelle quand # est réel; or, dans le parallélogramme (0, 204, 
2W2, 203), pu ne peut s’annuler que pour les valeurs @,, 2 
et w; de u (n° 46). Son seul zéro réel étant w= wy, et son seul 
pole, wo, elle garde un signe constant quand wu varie de o a 
2; et comme elle est négative pour wu positif et trés petit, elle est 
constamment négative quand uw varie de 0 a2; pu va constam- 


ment en décroissant depuis + % jusqu’a pos. 


Arguments purement tmaginaires. — Pour voir sila fonction 
p(w) est réelle quand uw est réel, remarquons que lon change 
seulement le signe de la fonction pu quand on multiplie par ¢ 
Pargument et les deux périodes. On a done 


pCi] O41, 3) =— plu coy, ts), 
ou 
Lo)» oO) TW, os 
to; = —) to3 = — —- J 
2 2 7) dU 


puis, comme on peut toujours changer le signe d'une période, 
p(tu| oy, 3) =— plu] to, — tos). 

Pour la fonction du second membre, les deux périodes sont ima- 

ginaires conjuguées. Si done w est réel on est ramené au cas 

déja étudié. 


En prenant les dérivées des deux membres de la relation que 
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. a 2) i 2 5 
nous venons d’obtenir, on trouve 
ip’ (iu | o,, 03) =— p'(u|to,, — ims). 
Les deux égalités précédentes montrent que si wu est réel 
? 
p( cu] w,, 3) est réelle et p'(cuw|o,, 3) purement imaginaire 


Ces égalités peuvent s’écrire, en mettant en évidence les inva- 
riants 2» et g, au lieu des périodes m, et w, + 


plu; £2, 3) =— p(t; go, — 3), 
Up (iu; 8s, 83) =— p'(U; 83,— 83); 


ces formules | qui sont un cas particulier des formules (54), p. 47 


résultent de ce que, si l'on remplace 2 
O41, Oy 
par 
tw4, —VUW3, 


dans les séries qui donnent gy et g3, g, ne change pas et g's se 


reprod uit multiplié | Ox a 


Arguments imaginatires conjsugués. — A deux valeurs u et uy 
imaginaires conjuguées de argument correspondent, pour la fonc- 


tion, deux valeurs imaginaires conjuguées. En effet, on a 


I 4 I 1 
yu = — + > Ss S| 5 
d ue a | (u—w)? wy? 

I Sle { Tale 
Teen ae —_— -— =|: 

U3 ad | (Uy — ww)? Ww? 


Il s'agit de montrer que, si l’on change ¢ en —1 dans Vexpression 
de Plo, cette expression se change en pl. 

Si Von change ¢ en —7 dans la deuxiéme série on trouve, en dé- 
signant par @, la quantité imaginaire conjuguée de ww, 


I alge Saeee 14 
— abe le ca My, 
U2 oy Cu = (Po )? (eDraet 
il reste done a vérifier que ona 
NY ; I 1 > I Hale 
ded | (UU — 2 oa (u — w)? we : 


cela résulte de ce que la quantité imaginaire conjuguée de 


Vv = 2M, + 2NWs 
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est la quantile 
Wo = AMO3+ 2NW4, 


et que, dans chacune des sommes précédentes, m et rn prennent 
toutes les valeurs entiéres (1 =o exclu). On peut done passer de 
la valeur de pu a la valeur de puy en changeant / en — ¢; ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguées. C’est ce que nous voulions 
vértfier. On observera d’ailleurs que ce dernier résultat entraine 


les précédents. 


147. Parmi les racines ¢,, ¢2, ¢;, une c, est réelle et les deux 
autres imaginaires conjuguées. Le discriminant est négatif. — Nous 


pouvons yérifier maintenant que les racines du polynome en pu 


{piu-- Sapu— gs 
sont lune réelle et les deux autres imaginaires conjuguées. Ce 


polynome étant égal a p> w., Ses racines sont 


4 = po, €3= Pos, Cy = P(oi+ 3) 


ou bien 


f 
Wo 5 oe) Ow) \ 
OG p a ——— =e > €3 ==.) | —— = eek a po. 


On voit déja que la derniére est réelle, puisque w. est réel; la 


premiére racime peut s’obtenir en prenant la formule d’addition 


peut pe 


2, 5! d mae 
p(uet+ev)=—pu—pet+ zal a LB 
: ({(pu—peP 


eten y faisant 


pu et p'u sont réelles; pe est réelle et p'e purement imaginaire. 
Done e,= po, est imaginaire. La méme formule montre que 
2, — pws est la quantité unaginaire conjuguée de e, (ce qui deyait 
étre puisque @, et w, sont des quantités imaginaires conjuguces ). 
Puisque, sur les trois racines e,, 2, ¢;, iL y en a une réelle et 
deux imaginaires conjuguées, le discriminant 9% — 97 2? est né- 
gatif (n° 46). 


Distinction des racines imaginaires par le signe du coef fi- 
event de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
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naires €,, €3, en considérant, dans chacune d’elles, le signe du 
coefficient de 7. 
La racine ¢, s’obtient en faisant m= 2, = ans la va- 
leur précédente de p(ju+-); le coefficient de 7 dans le résultat a 
ae 


. : { 1 } 1 > : 
oO , > se . A , > re 4G ie . a 
le signe de FP UP?, el, comme p uw est negalive pour ( — au 


le signe a considérer est celui de 
ee ee Oe w \ t wy fp! ( 5 \- 
= = -p eee =< — = — 
=] < = =P (= pale 


} f 
oy ). . . . 2 7 
comme Vargument — est purement imagimaire, servons-nous de 
: 3 ) 


la formule 


Ppl (fine o Sei Be aT eg — £2)5 
Lp (lu; 82,83) = Di Ui 29, 33)5 


nous Ltrouverons 


Or le signe du second membre est le signe 4-, putsque, quand u 


/ 
. ‘ 4 5 . rae \ 
varie en restant réel de 0 a 4, p'(u; — g,) est constamment 
me 


82: 53 
négative. 
Done, pour la racine e,, le coefficient de ¢a le signe +; pour la 
> { : | 
racine éy, le coefficient de ¢ a le signe —. . 
Remargue. — Ona, quel que soit w, 


plu + ws.) = plu+w)). 


En effet, la période 2, étant égale ao, — 


») OM peul ecrire 


plu+tw,) = plu+to,+20,) = p(u+ or). 
148. Valeurs de wu pour lesquelles pu et pu sont réelles toutes 


les deux. Résumé. — Nous avons vu que, quand uw croit de zéro a 
»., pu et p’u sont réelles toutes les deux : p'u varie d'une maniére 


‘continue de — o a zéro, pu décroit constamment de + % jJusqu’a 


€y—= poy. Nous youlons maintenant définir toutes les valeurs de u 
qui rendent réelles pu et p'uw simultanément. Considérons la rela- 
fon 


IP) 


peru = 4(pu—e,)(pu — eg)(pu—e;3); 


st pu est réelle, le premier et le troisiéme facteur sont imaginaires 
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j 7 p ies sitif: pour ‘uw soit réelle il faut 
conjugues, leur prod uil est positif : pour que p uw soil ree 
que Pon ait 
pu > é2. 
Soit a une valeur réelle plus grande que e,; il y a un argument 
réel ¢, compris entre o-et 2, pour lequel on a 


pu=a, 


toutes les autres solutions de cette équation sont données par la 


formule 
USE + 2MM,+ 2ANWS, 


met n étant des nombres enters. 
On conclut de la que, si un argument w rend réelles la fonc- 
lion pu et sa dérivée p'w, on peut toujours, en ajoutant des pé- 


riodes, le ramener a étre réel et compris entre — W., el +- 9. 


Fig. 30. 


Wt Wo 


W_-Wo 


On peut résumer les résultats précédents dans le Tableau que 


VOICL : 
u oO Ws 2 Ws 
pu +2 décr. és Gin + 4% 
piu —x ee SE an 36 
u W2— Wo Ws W2+ w5 
pu — x. Cla Comm ect —x 
ip'u —x + 0 = ZED 


On voit ae sur les diagonales du losange des périodes (fig. 30) 
(0, 2 — 4, 202, O2.-+o,) la fonction pu passe deux fois par. 
toute Sie: pert: partout ailleurs, dans VPintérieur du losange, 2 
fonction pu est done imaginaire, 
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— EXPRESSION DES PERIODES PAR DES INTEGRALES DEFINIES DE LA FORME 
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149. Expression des périodes en fonction des invariants: — Les 
périodes étant, comme plus haut, définies par les égalités 


20; = W,— 5, 203 = We+ Wo, 


on a vu que, stu croit de 0 a 2, pu décroil constamment de + + 


étant mise sous la forme 


a ey. Léquation différentielle a laquelle satisfait la fonction 2 = pw 


on obtient, en fatsant croitre uv deo a ws, Pégalité 


“ dx 
Gis ——— 


/ ¢, V4 Li Poh — Ls 


qut donne Vexpression de m, en fonction de gy el de gy 


G & rs W , 
Pour avoir Vexpression correspondante de-— remarquons que 


' 


t 
st on remplace les périodes 2m, et 2, par les suivantes 


>) C @, = 
il faut remplacer 


par 


' 


Ww, P P Ws : 
—"-+ 13, = 2tW3=> —=—UW, 

u 

W2, 82, 633 “€2 
/ 
W 2 
2 S29 Tic BW | eee wD 
; ‘ 


150. Les intégrales donnant les valeurs de w» et ae ramenées a 


valeur de w, peut s’écrire 


la forme canonique de Legendre. — L’intégrale qui donne la 


=a dx 
So ea 


=o maree 
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N 
Or 


‘aisons le changement de variable 


Co —= Sr, 
Vintégrale devient 
a dz 
Ws. = . 
Jo V(22-+ €2 — €1) (47+ €2— 63) 
Les quantiles @n —,€, -eb' €y— €; SOnt iImacinaires conjyuguees. 
Posons 
Cy— €3= e(cosy + sin), o> 0, 
€y— €; = a(cos¥ —Csinv), Oa aoe 


La chose est possible, car nous avons pris g postitif, et nous 
avons désigné par ¢, la racine imaginaire pour laquelle le coeffi- 
cient de ¢ est positif; nous avons done bien le droit de choisir 4 
entre o etm. Le polynome bicarré qui se trouve sous le radical 


a : 
peut alors 5 €Crire 


A | 
B#-- 9.320 COS 4- 92 = ( 27=- 4 )?2-— 4570 Sin? => 
ef 
de sorte qu en posal 
= t 
Le BN) sin? 2 = hy 
ona 
/- he dt 
ORV : 


le coefficient différenticl de la nouvelle intégrale ne fait que 


changer de signe quand on pose 


et que Pon néglige ensuite Paccent. On en déduit 


pe dt ee dt 
cae Po | aa 
Wo Vr 4hte of Vere jRe 
puts : 
(Wo \ Gis 


i 


N 
wt 
a 
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nD 


etil n’y a plus qua poser 


a) i t t 
—— = SING == nye -—» 
oe ing ou ang = 
pour obtenir Végalité 
wp 
2 
d a 
wo Vo = es ae > 
J) VYI— ki sin?o 


dans laquelle Vintégrale est de la forme normale de Legendre 


(voir n° 143) 


rh . . ee a 
Pransformons de méme lVintégrale 


yt + z + 2 
os = iG dar a ic dia ; 
~ Est 1 vy 1 { y ‘ 
i isa ee G3 — Sok — Bx aio, 2V (B+ ey) (a + C2) (4 + @3) 
En faisant le changement de variable 
To Cpa 
il vient 
: : dz 
>) 


/ (oi 
Wy [ 
u «9 Visa €;— €y) (32+ €3— @2) 


puts, en introduisant, comme dans ce qui précéde, le module o et 
— des quantités imaginaires conjuguées, 


les. arguments 4 et 
€3 > C32CWC > Cy, NOUS aurOns 
on *“ dz 
ee Py 
/ (= oy ie 4376 cos? — 
eo 
Posons 
\ 
t 
Site cost = = ner 


nous trouverons 


et, en tenant compte de légalité 
de 


is dt ip : 
7 - = ————————— 
Jo Vita Gree Jo Vi— kK? sinte 


ow), 


nous oblenons pour — une expression de la forme cherchée 
ve 
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Reéunissons les deux formules qui viennent détre démontrées : 


TT 
: 
= @ do Sai 
Ww, Vo = een spe sin? 5 
Jy YI— ki sino s 
vie 
/ oD lf 
— hs? ao one Ly} 
ves f aoa ee ie = COS" a3 
to dy Vi — FR? sin? ¢ 2 
poet 4 étant définis par les égalités = 
€g— @3=p(cosy+usin), . 9 >0, 
€, — 4 = p(cos¥ —Usiny), onvan 


Ces derniéres intégrales, dans lesquelles on fait 


Sing = z, 


prennent la forme des intégrales qui donnent K et K’ dans le 


n° 110. 
151. Variation du rapport Se — Des égalités précédentes on 
déduit 
4 
Lo» HE eee D. 
Ges Se 
ke de 
“0 Reed of 2 sin2o 


3 LW) 
et Pon voit que le rapport — augmente constamment quand /+ 
ws, 


croit de oa 1, car le numérateur augmente et le dénominateur 
diminue. Ce rapport est égal a zéro pour 4} = 0, il est égal a + 
pour kj = 1; i passe done une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donnée quand At croit de o a1. 


On peut alors vérifier, en se servant des seules intégrales ci- 


7, &4 Z 

dessus, que, si les valeurs de wy et de — sont données, chacune 
xs ; . n LW» 

des racines €,, @, 3 a une valeur unique. En effet, -= ayant une 


aleur positive donnée, Aj a une valeur unique comprise entre o 


etr; Ay étant ainsi détermine, Pégalité qui définit w., par exemple, 
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:) yi . = Lr ne 
montre que y/o a une valeur unique, le radical étant pris avec le 
signe +. Pour passer de la aux valeurs de e,, 2, @3, remarquons 


que cos et sind, définis par 
cosh = kh’? — k}, sind) = 2h,k\, Oren ery 


sont déterminés sans ambiguité. Alors les égalités 


Qy+ 2+ €3=0,~ €:—€3=0(cosb+isiny), 


€2— €; = o(cosy —Usin) 


déterminent une valeur unique pour chacune des racines é;, €2, 3. 
Ne 


Ill. — Rerour A LA FONCTION p A DISCRIMINANT POSITIF. EXPRESSIONS 
DES PERIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LEGENDRE. 


152. Les intégrales qui définissent les périodes ramenées a la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener a la forme 


Ly 


; - = eat : By. 0) 
canonique de Legendre les intégrales qui définissent w et =) 
dans le cas ot €,, €2, €3 sont réelles (voir n® 55 et 56). 


Ona dabord 


i =; ~ 
ee dx aloe da 
QO = SS a a ef 
ve V4re— §9U— 83 @  2V(e—e1) (@—e2)(@ — es) 


Dans cette intégrale, faisons le changement de variable 


o2 922dz 
ce] “6 

v= e;+ = dz =— ———» 
Be? z3 


g tant une constante indéterminée; l’élément de lintégrale 


devient 


Dans le produit qui figure sous le radical, le premier facteur se 
réduira a 1 — 3, si nous posons 
a2 — éey— €3, 


APPELL ET LACOUR, 
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é 
et le second facteur deyviendra alors (1 — A? 37), en posant 


a—e 
fice EE 
€;— €3” 


k? est un nombre positif et plus peut que un : le coefficient diffe- 


rentiel a donc la forme cherchée. En mettant maintenant les nou- 
velles limites de lintégrale, nous trouvons 


a CD) =f a 
0 V(t— 32) (1 — k2 2?) 


ce qui est la forme cherchée. 


Transformons de méme l’intégrale 


oy! ae da sere dx : 
—< — SS SS SS SS 
L er (4a — oo 28+ £3 “=e, 2V(2-= e1) (e+ eo) (&@ +- 43) 


en faisant le changement de variable 


o2 ke 
Mis 5 SS . 9 os 
Boy, Wier sat At = ee? 
Pélément de Vintégrale devient 
— dz 
“ GEG ae China Cah ies 
8g I— a2) (1— 3? 
s° ) ( s* 
sous le radical, le second facteur devient égal A 1— 2? si nous 
posons . 
a =e) ee, : 
et le premier facteur devient alors 1— /? 52, en posant 
% Kies eek Ss 
a= es 
ke 
t 


est positif et ies peut que 1. Nous avons donc 


itis 
arn SS 


72") 


Reéunissons les deux résultats précédents, en faisant dans ‘les 


\ 
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intégrales le changement de variable z = sin 9, nous avons 


2 f de 
(OQ) 2a 5 
§ SS 
(1s Kk? sin2< 


© 
T 


eee k= [ 


On nomme g le multiplicateur; & est le module, 4’ le module 
complémentaire. 


t 


w oy ak W step ‘ “aye 
153. Variation du rapport yee Considérons, maintenant, le 
UU 
rapport 
x 
iS de 
) Jy Vt— kK? sin2o 
LW Tw 
2 de 


Vi— Fk sinto i sin?o 


En raisonnant comme au n° 1541, on reconnait que, si A? croit 
Ul 
Onna ame 
deo ar, le rapport = décroit constamment de + x 4 o. 
i) ‘ 
D’aprés cela, on peut encore vérifier quil n'y a qu’un seul 
systéme de valeurs de Ak? et de g pour lequel les intégrales 
wy" 5 ae) Clea e 
et — prennent des valeurs données, si Pon suppose » positif et A? 
: / 
. Ww ’ 
pris entre 0 elit. En effet, le rapport ro avant une valeur donnéc, 
a < 
il n’y a pour A? qu'une seule valeur comprise entve o et 1; A? étant 
déterminé, légalité qui donne la valeur de go, par exemple, 


donnera pour g une valeur unique. 
Les quantités A? et g étant déterminées, on a tmmeédiatement 


€1— 3, €2— €3- 
Lasomme de ces quantités est égale & — 3e3; puis, des dilfe- 
rences connues @, — €3, C2— @3, On Wisi €, el ey 


Ajoutons enfin que les résultats des n® I51 et LIS. nous per- 
mettront bientot de justifier complétement notre hypothese fonda- 
mentale du n° 34 dans le cas ot les invariants gy ct'e3 sont réels, 


(Chap. VIII, n° 168), 
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IV. — Cas DU DISCRIMINANT NEGATIF. APPLICATION GEOMETRIQUE. 


154. Etude dela courbe x = pu, y= pu, y?= 42° — 204 — 8s. 
— Nous insisterons seulement sur les différences que le cas 
de A < 0 présente avec le cas déja étudié de A > 0. 

Si @ et y sont tous deux réels, on peut toujours, en ajoutant 
des périodes, ramener l’argument a étre réel et compris entre 
— W» eb + w, (n° 148). Quand on change w en — uw, # ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done symétrique par rap- 
port a Ow et il suffit de faire varier u de 0 a wy». 


Fig. 31. 


Quand u croit de o dws, y est négatif, x décroit constamment 
de 4-2 a ey. La tangente au point situé sur Oz est paralléle a Oy; 
la direction asymptotique est celle de Oy. On a donc la forme de 
courbe indiquée par la figure 31. 4 

La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se présentait dans le cas du discriminant positif. 


Tangentes paralléles a Ox, — Les points ott la tangente est 
paralléle a Ow sont donnés par l’équation 


Ta RAY ! 
Pp We ODE ce gare O> v= pu. 
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Quand gy» est négatif, il n’y a pas de points ot la tangente soit 
paralléle 4 Oz. 
Quand g» est positif, les deux valeurs de x qui annulent pu 
sont réelles; mais pour qu’a une valeur réelle de x corresponde 
une valeur réelle de y, il faut et il suffit que l’on ait 


IB PDB 


Nous avons donc a chercher, en supposant g2> 0, combien 
GC 
léquation 


ade racines plus grandes que e, et nous sommes ainsi conduits a 
substituer é, a la place de x dans le polynome entier en x qui 
donne la valeur de p’ uw. 

Ce polynome se présente sous une forme plus commode, si l’on 
dérive par rapport a w les deux membres de Videntité 


p2u=4(e%~ e,)(v — e2) (4 — es), L= pu. 
On trouve, aprés avoir supprimé le facteur commun ‘pw, 


= plus (x2 — €2)(@ — e3) + (@ — &) (x — @3) + (x — &)) (HX — ey) 


et la valeur du polynome pour z = eg est 
(€2— €1) (€2— es); 


comme les deux facteurs @€;—e,, @,— @3 sont imaginaires con- 
jugués, le résultat de la substitution est positif. Done e, est supé- 
rieur a la plus grande racine ou inférieur 4 la plus petite, et 
comme ces deux racines sont de signes contraires, c’est le pre- 
mier cas qui se présente quand e, est positif et le second quand ey 
est négatif. Or, le signe de e, est le méme que celui de g3, puisque 


b} 
Vona 
§3 = 1632, 


En définitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ott la 
tangente est paralléle a Ox, tl faut et il suffit que lon ait 


82> 0, &3<0. 


Dans le cas contraire, la courbe présente la forme de la figure 31. 
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Tangentes mences d'un point P. — Si le point P a pour para- 
métre », les points de contact ont pour paramétres 
v Y ° v 
Uji ==. = 9 Uy =— — + 04, Ug =— — +W,+ 3, leg == — 1 5 
2 DD 2 2, 
Comme ¢ est réel et que w, et 3 sont imaginaires conjugues, 
Uy et Uy sont réels, uw, et U, imaginaires conjugués. 
‘se Oo 
Ainsi, par un point-de la courbe, on née peut mener que deux 
tangentes réelles a la courbe. 


V. — DIscRIMINANT NEGATIF; APPLICATION AU MOUVEMENT DUN PROJECTILE 
DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (!). : 


155. Equations différentielles et intégrales premiéres. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
_tion de Vaxe des‘*x la direction de la vitesse initiale, pour axe 
ales y la verticale descendante. Soit « Vangle de Ow avec Vhori- 
zontale, o étant regardé comme positif quand Ow est au-dessus 


de Vhorizon : Vangle des axes est alors =a. La résistance de 
Pair est une foree dirigée en sens inverse de la vitesse, et égale 
acy, » désignant la vitesse, et c une constante. 

En désignant par x et y les coordonnées du mobile, et par s 
Pare décrit sur la trajectoire 4 parur d’une origine fixe, la force 
due a la résistance du milieu a pour projections sur les axes 


Oa, A) ¥ 
ds\3 da ds\3 dy 
ake (3) ‘ds’ ape as 
ou bien 
ae ds\? dx ds 2 dy 
dt} dt’ A aE} Sag 
et les équations du mouvement sont 
(1) a) as ds\2 dx 
7s Paid "9 ee he 
Diy ds\2 dy 
(9) ie = Ge) Weer 


KTR 


(*) Voir Greenuiti, Fonctions elliptiques, traduction de Griess, p. 375. 


ry " - , s “ ~ 
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Eliminons entre les équations (1) et (2) les termes qui pro- 
viennent de la résistance; il vient 

ALRGE ie OY ae 

dt dt? dit ade ° at 


dx 


7 


ou bien, en posant y= 


: dy. dx 
3 aera see 
2 ee Aide = 
D’autre part, en remplacant, dans léquation (1), ds par sa 


valeur tirée de 
ds? = dy? — 2 dy dx sinx + dzx?, 


nous trouyvons 


aa dg\3, ' : 
ee Nay (p2— 2sing + 1), 
puis, en tenant compte de l’équation (3), 
ALN Pa ; d 
(4) ~£(5) Se = (pi 2psing +1). 


Les deux membres de l’équation (4) sont les dérivées de fonc- 
tions qui s’obtiennent immédiatement. Intégrons de o a @, il vient 


Ie [aa Nes dg Nas eae : 
BF (F) —(F Re cerca od sing + pL, 


en remarquant que, d’aprés le choix des axes, » =o pour ¢=o. 
Nous supposerons la vitesse initiale trés grande, et nous négli- 


: TPAD \ a eat BR 3 
gerons le terme cos (he, » de sorte que, en posant vile 44 et 
P= p3— 3p? sina+3y, 
ona 
dx <4 
(5) eae 


. 


L’équation (3) donne alors 
g se 
=dt=P 2dp 
w 
et, en intégrant, 


; Schott p. ee a d i 
(6) Za f Ptd=f . ; 
0 0 E 


(p3—3 py? sing + 3p) 


mores 
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; We : 9 yee 
D’autre part, en remarquant que l’équation (3) peut s’écrire 
dy..( da? 
A TY (POSE =a 
da \ dt ) 
dx Eve Pe hone = 
et en y remplacant ay par sa valeur tirée de (5), on trouye 


ae 
£ deg =P * dp, 
Ww: 


puis 
or Tae, 
& : 
yay SEP? dp, 


et enfin, intégrant, 


c Se 2 v. d 
(7) Sa= P ? dp Za : 


if Ove \ TRS See sing +3)’ y 
a J. ae U. d 

(8) 2y={[{ pP ‘dp =f “ —__,. 
oe bak) *“0 (3 — 3p? sina + 3y)3 


Les équations (7) et (8) définissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire v. et Péquation (6) donne la valeur de ¢ pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome 


9 


P = p(p?— 3usina + 3) 


_ 


n’a d’autres racines réelles que zéro, et lon en conclut aisément 
que, quand p croit de o a+, ¢ et y deviennent infinis, et x 
tend vers une limite : nous désignerons cette limite par a. Il est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que est la valeur de cette limite. En effet, ’équation (5) — 
montre que, pour p =, ona 


: dx 
w = limp—, 


dt 
et Pégalité 


- ae 


dx 
montre ensuite que, MeeTS 7 ayant une limite, 


dx i . 
8 eer meee 


ds 
7, a une limite quiest 
la méme. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
“=a, et lorsque le mobile descend indéfiniment sur la branche 


de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une valeur 
limite 9. 
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On vérifierait d’ailleurs aisément que ces résultats subsisteraient 


‘ : : Pte ax \-3 
méme si l’on n’avait pas négligé le terme en (—)_ - 
dt /o 


156. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut ra- 


mener Vintégrale qui donne la valeur de aa (équation 7) a une 


intégrale elliptique ayant la forme canonique de Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 


4 
3 


m? P: Me 3) LSID Oto 
eu ) PES AK” 


U (we 


m étant un facteur constant arbitraire. Nous pourrons déter- 
miner g3 de facon que, dans ]’expression 
(4m>— g3)p2— tamu sing +125 


§ 8 — 23 == eee 


pe 


Je trmome du second degré en w soit carré parfait; il suffit de 
poser 
: 4m&— 23= 3m sin2a, 
dou 
&3= mo(4 — 3 sin2a),. 
Il vient alors 


~2—usinga. 
V43— g3= m3 (eG alse me 


B 
et, en différentiant, 
Gatidayiiy 2m V3du- 
(x 2, pe 
Cette équation peut s’écrire 
PESO Rt * See mis dese De ease lap ent 
22 a Piel 
Visi— 2s 3 p2z ne y5 PS m/3 # 


en prenant m? = =, on a donc, en définitive, 


Cob ms 


Sv 


gu a dz 

: we Za RN Mobi oa 

On en conclut 
a bg 

(9) 2=p(S550, ss); 


wr? 
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puis, @aprés expression de ds, 


[eeu _ psing 
¢ eS a panel 


2 


(yp? 


le signe de p’ étant défini par cette égalité méme. Quand z est 
égal a Vabscisse a de l’asymptote verticale, u =, ona 


of {BE ~ Ne &a\ _ 1. 
P ({)= San (G3) =3 


et, par suite, 


eten intégrant 


(10): 


Crest Véquation de la trajectoire. 


ae ips 3 ox a . 5 : 
Kerivons w et ¢ au lieu de nA et de ee Péquation prend la 
forme 
(11) oo ss fe: 6 pre du : 
; wr J, pe—pu 


et nous allons pouyoir l’intégrer en appliquant la régle du n° 50. 

Pour rendre le dénominateur rationnel, multiplions par p'¢ + p!u 
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, 2» étant nul, ona 


p2e ea p? u= 4(p3e — pu), 
= i(pe —pu)(epe— pu) (2pe—pu), 


e et e2 étant les racines cubiques imaginaires de l’unité 


ereeays Pare 
ree ae a aes) <2 = ——_—______’ 


2, 32 
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En opérant la décomposition en fractions simples, on a 


ein) 6 p2e _ Sp?v(p'e + pu) 
pe—pu 4 (pe — peu) 
ek perpu Lf pve pula , pre pw 
2 pe—pu 3 opp pu a epe—pu 
Tp ep wel pepak pa I e2o + plu 
4 Cue Pea es J eke sa iis 
2 pe—pu 2 pee—pu 2 peyp—pu 


car si dans la formule d’homogénéité (n° 36) 
Cone 
P re At 8a, pe 23 == U2) PUL Son aay 


: . : I 
a ae —— 52 d > , a 
on fait 82=—0 el p= puis = se", et S1 Pon remar que que= ==", 
on trouve 
: p(ue?; 0, 83) =e p(u; O, 83); 


‘ p(we;o, £3) =ep(u; 0, 3), 
puis, en prenant les dérivées 


p'(we*; 0, 83) = p'(U; O, 8s), 


p(w; 0, £3) = p'(; 0, 83) 


Des équations (11) et (12), on conclut 


& Sep Ose pw I plev+plu tpee+tpu 
(13) 24 = — 2 4 = 5? - We ) du, 
CPI 4 2S pe pal 2 peo—pu 2 peey—pu 


Mais, si dans la formule d’addition pour Cu [n° 44, éq. (65) | 
on remplace » par — 9, il vient 


9 


I piu+p’e 


=C(u—v)—Cu+ty. 
2 pu—pe 


Dans cette égalité changeons » en ¢¢ puis en ¢?” et remarquons 
que, d’aprés la formule d’homogénéité (n° 36), Gev = 2?Ce et 
= Cc oe 
¢ = ¢Cv; nous obtenons 
Tputp'ee 
iy Bee la eb C(u— 2e0)—Cu+22Cp, 
2 pu— peer 
1 p'u-+p'ee 


A ee = C(u— 229) —Cu+ ele. 


D’aprés cela, équation (13) peut s’écrire, en tenant comple de 
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ce que 1+ ¢-+-e? est nul, 


Eee 3060 —Clu—v)—eC(u—ev)—e 


2 
Ww Yr 


et Von obtient enfin 


a c(v—u) o(e9 — wu) ites Sta 
BY og Tape ae 5 ee ae — <2 Log —_———__ 
aT 3uCyv Log soins e Log Mee & D Go ery 


L’expression du temps ¢ se trouve au moyen de l’équation (6) 


qui donne, par un calcul analogue, 


ood Ope pu fies 
pe—pu 
pevtpu oa Pt) du, 


i piu + pie ut p'e as I 
as + >? 
2 py—pu 2 pep—pu 2 pev—pu, 


Vow 
fox at a Slee — 
ay ae yeas (ee DN cpg Oe ea eed og Ly 
a ov 2 ev - gery 


157. Développement de y et de ¢ en séries entiéres ordonnées 


—- Lorsqu’on se propose de 


. e x 
suivant les puissances de u = g or 
entiéres de uw, il est com- 


développer y et ¢ suivant les puissances 
mode d’employer la fonction 


(ow east 
u(u, es a 


* 
ug? 
eur, 


qui est égale a 1 pour uw =o. I vient alors 


SF = — Log b(u, 9)— « Log U(u, e¢)— 2? Log U(u, ee), 
§t 
=— Log b(u, ¢) — Log U(u, ev) — 2 Log Y¥(u, e2¢). 


wy 
P les dérivées logarithmi . dé 
rrenons Les der1vees ogaril im1iques et développons suivant les 


puissances de w par la formule de Taylor : 


td 2 3 
y oa =—C(e—u)+ fo =—upet —pe= STDP Hees 


en intégrant de nouveau, on obtient 
we u> us 
(18) Log U(u, )=—Spere ae Oa ae OO Se ae 


; 
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Done, en remarquant que y= 0 el per = Epp, 


: u? we = Utes 
(t9) POR Cw, ee) <== — pO) ap Ue Vivace 
; De ie a 4 ! 
u2 us TER 
(20) Log u(a; 670) = 5 py = pre — — epee... : 
Dy 3 ies 
On en conclut 
EY 2 uk Y 4 (3) ) u (8) 4 
earns Zi! SS SD OND a a ON AE cet 


of u2 wm 8 f 
5 9 5 m" (6) 
=3[ 7 pe 51? f SR aaa Oran IE 


Dans ces formules, on doit poser 


gx . 1 ae 
T= Naor £2 =, &3= 5, (4—S sin’a), 
4 
: / 
Spt) 9 = J sing ie 7 "9 = Asing 
Sapa ae BEY Gel gale aaa Bia ets 


Le discriminant étant négauf, les périodes de p s’expriment a 
Vaide des formules des n° 149 et suivants. 

Les dérivées p"e, p’v, ... se calculent par voile récurrente, en 
dérivant un nombre quelconque de fois la relation 


Ven ae 
pre’ — 4] 


et faisant ensuite u=¢. 
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INTEGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


I. — INTEGRALES ELLIPTIQUES. 


158. Exemple élémentaire de la méthode employée pour cal- 
culer les intégrales elliptiques. — On démontre, dans les éléments 
du Calcul intégral, que Vintégrale dune fonction rationnelle de ‘x 
et de la racine carrée d’un trinome du second degré \/ax?-+ 2bx2-+-e 
peut étre ramenée, par un changement de variable, a lintégrale 
-@une fonction rationnelle ou a Vintégrale d’une fonction trigono- 
métrique. 

Placons-nous a ce dernier point de yue, pour rattacher a des 
notions élémentaires le probléme que nous traitons dans ce Cha- 
pitre. Soit 


(1) [Ran ae 


une intégrale ot R(z, y) désigne une fonction rationnelle de. 
ety, y étant hée a x par Véquation 


(2) y =Vax?+2ba+e. 


Si lon fait un changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable uv Vintégrale 


(3) Whee a 


Vintégrale proposée (1) devient Vintégrale d’une fonction Lrigono- 
métrique. Pour le vérifier, écrivons 


y=V=a\/— (2+), Pew, 


a? 


= 


INTEGRALES ELLIPTIQUES. Dah 
elt posons 
b b62— ac /—a=,; 


Ce a) 
a 


ie fo: Go: 
il vient, en choisissant pour Zy la valeur — = qu annule s, 


é SAL 7 fe : 
kKuU= ————— BEV SYAC UL 
0 y/ fez? 
b b2— ac ,o—_—_— 
, a ane i = 2 ) 
4 a + —————— sinhu = —//b2— accoshru 
(4) * = » yerv ; 
diz= y du. 


Avec cette nouvelle variable uw, Vintégrale (1) devient lintégrale 
dune fonction rationnelle de sindwu et cosku, intégrale que Pon 
sait caleuler. 

En employant un langage géométrique, on peut dire que léqua- 
lion (2) représente une conique, et que les formules (4) expriment 
les coordonnées d’un point de cette conique en fonctions uni- 
formes de w. 


159. Intégrales elliptiques. Considérons une intégrale de la 


forme : 
(5) f Rew, y) ae, 


ou Re y) est une fonction rationnelle des deux variables x et y 
liées par la relation 


(6) y=Vanrt+ 4a, v3 + 6agx2+ 4a3x% + ay, 


dans laquelle le polynome sous le radical est du quatriéme ou du 
troisiéme degré. Une intégrale de ce genre s’appelle une intégrale 
elliptique. Les intégrales elliptiques ont fait Pobjet des recherches 
de Legendre, avant la découverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les caleuler, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable w lintégrale 

() bap =. 


j Vv 


ary “ 


Les quantités # et y deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de wu et le calcul de lintégrale (5) 
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‘ 

est ramené au calcul de Vintégrale d’une fonction elliptuque, calcul 
que l’on sait faire a Paide de li décomposition en éléments simples. 

En employant un langage géométrique, on peut dire que les 
coordonnées x et y d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable uv, ce qui permet de trans- 
‘former Vintéerale (5) en Vintégrale dune fonction elliptique. 

8 8 


160. Premiéres réductions de Vintégrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R(, y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires de y par les puissances du polynome 


Y= A) L*+ 4a, 73 + 642,427 + 4037 + Ay, 


et ramener cette fonction a la forme 


P+Qy 

er 

Py+ Qiy 
P,Q, Py, Q, désignant des polynomes en z. Si lon multiplie et 
divise par P,— Q,y en remplacant encore y? par sa valeur, on 


obtient une expression de la forme 
R(v)-+ yRi(2), 


ot R(w) et Ry(x) sont des fonctions rationnelles de 2. L’inté- 
erale I se partage alors en deux parties : 


I= [R(w) de +fy Ri (ax) dz, 


dont la premiére s’obtient immédiatement, comme Vintégrale 
WVune fonction rationnelle. Quant a la seconde, nous Vécrirons, en 
multipliant et divisant Pélément différentiel par y, 


fae 


S (x) étant une fonction rationnelle de z, 


Se) = 2 Ry (a). 


Il. — Forme NORMALE De LEGENDRE. INTEGRALES DE JACOBI. 


161. Forme normale de Legendre. — On dit qu'une intégrale 
elliptique est ramenée a la jorme normale de Legendre quand 


INTEGRALES ELLIPTIQUES. : 24/83 


la racine carrée y est de la forme 


x y= (t— x2) (1 — k® x?) 


(cf n° 97, p. 141), ou & désigne une constante appelée le module. 
Dans les recherchés théoriques, cette constante 4 a une valeur 
quelconque réelle ou imaginaire; dans les applications a la Géo- 
métrie, ala Physique, ala Mécanique, elle est réelle, et, comme 
nous le verrons, on peut la supposer moindre que l’unité. 

La racine carrée y ayant cette forme, voyons comment on peut 
calculer une intégrale de la forme 


lf ee [22 ae: 
cy ae 


a laquelle on peut réduire toute intéerale elliptique, d’aprés le 
¢ § ptique, 
paragraphe précédent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cédés aleébriques, simplifier cette intégrale, en profitant de ce 
8 ’ P Se Ee 
que y est la racine carrée d’un polynome bicarré. La fonction 
rationnelle S (x) peut toujours s’écrire 


R( xv?) + 2 Ry (a?), 


ou R et AK, sont des fonctions rationnelles de w?. L’intégrale 


f= dx +f Ri (2?) dx 
ee y 


La deuxiéme intégrale se raméne immédiatement a une intégrale 


s’écrit alors 


élémentaire par la substitution” 


Hip 3, 


qui donne l’expression 


- Ay(s) dz 


2V(1— 2) (1— fk? 2) 


ou le polynome sous le radical n’est plus que du second degré en <. 
Finalement, on est donc ramené a lintégrale 


— y= V(i— 2) (1 — ha? ), 


di 
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Sil’on y fait le changement de variable 
x tg 
wai o={ es ee C= S(t, 1), 
Jy SF to VO 2) (t= Pa?) 


elle devient 
f Xosnte ) du, 


intégrale d’une fonction elliptique aux périodes 2K et 2tK'. Pour 
a calculer, il faut décomposer la fonction elliptique en éléments 
simples, en procédant comme nous avons fait au n° 50 dans une 
question qui, au fond, est identique a Ja question actuelle. On 
décomposera d’abord la fonction rationnelle de x?, R(x*), en 
fractions simples 


2 2p 1 by 1 bs \ bm 

R (x?) = Cot Cy U2? +... 4 Cp X?PH as bia NS agg 
wal A Ay Ap-1 i 

— + — +... 4+ 
cee [sos tot (eA ee 


I : : - 
ou nous mettons a part les termes en x el en = quand ils existent; 


la somme *& est alors relative aux racines % qui sont différentes de 
Zero. 

Faisant ensuite —snu, on sera ramené a calculer les inté- 
erales des types suivants 


du 
(8) _fsmtudu, _[sntucdu, ae ff ——y any sn2”u ait, 
sn2u 


ou n est un entier positif ou négatif, 


(« __ du du du 
9) Jawa (snags a)e, ants. (sn2?u— x)?’ 


ou a est différent de zéro. Ces intégrales sont faciles 4 obtenir par 
Ja décomposition en éléments simples. 


On peut, par voie récurrente, ramener toutes les intégrales du 
type (8) a la premiére de ce type. Quant’aux intégrales du 
type (g), elles se déduisent de la premiére en la différentiant par 
rapport a a. De la limportance particuliére des premiéres inté- 
grales de chaque type.’ Nous allons les calculer. 


162. Intégrales de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce, 
Waprés Legendre et Jacobi. — 1° On appelle intégrale de pre- 


ao 
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miére espéce lintégrale 
a 


. es [ dx 
i —_- = ————— 
JY dg VU 27) (1— B22) 


) 


2° On appelle intégrale de deuxiéme espéce Vintégrale 


J2 is x a 
oA 


<0 


qui devient, quand on y fait # = snu, 


ca 
ref sn2u du. é 
0 ee 


Cette intégrale, que Jacobi désigne par Z(w) a pour valeur (n? 102) 


Oho.) ee Oa (0uu7) 
@(0) O(u) 


u 


Quand uw augmente de 2K ou de ath’, Vexpression que nous 
venons de trouver pour Pintégrale de deuxiéme espéce éprouve 
des accroissements constants 


Pie ey OO) Pee eer, DOOD va 
23 =2K ri 2tJ = atk |S * aR : 


que Pon appelle modules de périodicité de Vintégratle de 
_ deuxiéeme espéce. On en déduit la relation 


Kj'—JK'= =. 


2 


3° On appelle intégrale de ¢rotsiéme espéce Vintégrale 


Pe 
dx 


fara tyn Vd 
vig (BP) y 


qui devient, quand on y fait z = snu, 


w 
du 
sn2u Re 
- / 


ou a est différent de zéro. Pour la calculer, déterminons un argu- 


ment @ par la condition 
sn a=, 
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nous aurons a calculer lintégrale 


wu 
[ du 
SSeS Se 
sn?u — sn2a@ 


ca) 


qui est donnée par la formule suivante établie au n° 102 


1 H’(u—a) 1H (u+a) 0'(a) 
i 5) 


snacnadna ~» I 

(10) sn2u—sn?a 2 H(uw—a) 2 H(u-+a) O(a) 
dott 

“snacnadnadu _ 1, pte) i» O12) 

5. Site nites — Soa Su} @(a) 


Si, dans la formule de décomposition (10) on change wu en u +- Lists 
elle devient, d’aprés la relation 


7 I 
sn (wu + 7K’) = Licun 


et la formule donnant H(u—+-7K’) en fonction de O(z), 


Kesnacnadnasn?u 1 0 (u—a) 1 O'(us- a) O(a) 
1— Kk? sn? a sn? 2 O(u—a) 2 O(uw+a) é* O(a) 


Pour désigner Vintégrale du premier membre prise de o a uw, 


Jacobi emploie la notation II(w, a) : 


u 9 
sn2u du 
U(u, a) =k snacnadna iF ——_—_——— 
CS Bes Joi. Yi sn? a sire 
I O(a--u O'(a 
Be De Pye Cent a ele 
» O(a+u) O(a) 
4° Formule récurrente pour le calcul de sn udu. — En 


calculant expression 


d 
aR [sn2”-3 wcnudnu| 


el désignant, pour abréger, par s la fonction snu, on trouve 


(2m — 3)s?%—*(1 — 52) (1 — h252) — 522-2(1 — f2 52) — k2522-2(7 — 52) 


ou, en ordonnant 


(2m — 3)s*2-'§— (on — 2) (14 A?) 522-2 (an —1)k2827, 
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En intégrant, on a 


sn??—3 wenudnu = (22 — 3) feat du 


x 


f ~(an—2)(-4 2) fs du+(an—1)i8 fom au, 


. ve 
formule qui permet de calculer toutes les intégrales 4 st du 


(que n soit positif ou négatif, car on a toujours 22—3 et 
2n—1540) en fonction des deux premiéres, correspondant a 
Sst OC Ae, 


JI. — RepucTION A LA FORME NORMALE DE LEGENDRE. 


163. Cas d’un polynome bicarré. — Soit l’intégrale elliptique 


di az) dz, 
- Je 


ot S(x) est une fonction rationnelle de x, et y la racine carrée 


d'un polynome bicarré 
On peut encore écrire, comme dans le paragraphe précédent, 
S(@) =R(a22) + @ Ay (2?), 


ott R et Ay soat des fonctions rationnelles de z?. L’intégrale prend 


‘i RK (x2) Pane {2 Ry (2?) ne 
J . Je 


La deuxiéme intégrale devient une intégrale élémentaire par la 


alors la forme 


substitution 


oe eS 


Il reste done a ealeuler VPintégrale 


i Ea R(x?) dx : 
aA 


Si l'on ne s’astreint pas 4 n’introduire que des éléments réels, 
cetle intégrale se raméne immédiatement a la forme normale de 
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Legendre. On a, en effet, en décomposant le polynome bicarré en 


facteurs, 


gs VA V( 42 — a) ( 62?— ax? ), 
a, et pouvant étre imaginaires. St Von fait ensuite 


$= Gs, 


OM a 


vy = 48 (A(t — 2?) 1— 2), [i= 


I 


ct Pintégrale devient 


elle est réduite ala forme normale de Legendre et on la calcule, 
comme dans le paragraphe précédent, en faisant 

s= sn(u, ky. 
Alors ona 


pe ma Reh SUNIL (2—a2=acnu, 
(Ve—e2=8 Vi—-M2=6dnu, 


“tke 
y=ap/VAcnu dnu, 


BVA. 


[iS 


fa (a? sn?w) du. 


164. Réduction ala forme normale en quantités réelles, dans le 
cas d’un polynome bicarré de la forme A(x?+-«)(x?—+ B)5 
A, et % étant réels. — Supposons que lon ait 

4 = fAwt-+ 2 Barr C, 7 
A, B, C étant réels et B? — AC positif : on peut alors écrire 


1, cae Sha OLS a 
y=VA(@e+ 2) (+B), 


z et 6 élant réels. Plusicurs cas sont 4 distinguer suivant les signes 
des quantités A, # et 6 Comme on peut toujours, devant le 


radical, mettre y/++ A en facteur, on a pour y les types suivants 
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ouaet b désignent des quantités réelles : 


(1) y = Vea) Oa), 
(IT) y= (a= x2) (a — 6); 
(TID) y = V(a?— 2) (a + 6°), 
(IV) Toa VE = a) (pe = 0%); 


(V) y = Va? + a?) (22+ 62). 


Voici, pour chacun de ces types, une substitution réelle propre 


i= [av 
ih 


a la forme canonique de Legendre. 


a’ ramener Vintégrale  . 


Type I. —Soit 
vy = Vat x?) (62 = 77), a?> b?. 
La quantité y devant étre réelle, xz? est extérieur a l’intervalle 


a>, b>. Deux cas sont a distinguer suivant que x? est inférieur a b? 
ou supéricur a a?. 


Premicr cas : 22-< b?. — On faitz—bz; etl’ona 
y = aby (1— 57) (4 — h* 32), ee=— <I 


Le radical est done ramené a la forme demandée avec un module 
réel moindre que Vunité. Faisant ensuite 


4 = Sn, 
On a 
e=Osnu, Vb2— 22 = benu, fa?— v2=adnu, 


y=abhenudnu, 


Ibe Xf a(besntw) du. 


a 


Deuxieme cas : £2> a?. Posons 


wri 


Us) 
wr 
/\ 

= 
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nous ayons 


a Ot ace treae $F ae aaa 
Y= QVO= A) Rs), ~~ de=—sdz, kh 


Le radical est encore ramené a la forme demandeée, et en posant 


5 == sn, ona 


a —— cnu dnu 
= (22— a@=a—»y xw— b> =a—y 
sn sn ut sn u 


pie ee. 
sn2 u 


Type I. — Soit 
y=V(@— 2?) (@— 6), a> b. 


Pour que y soit réelle, il faut que x? soit compris entre 6? et a?. Il 
suffit de faire 


pour ramener l’intégrale 


a0) le 
= 


2) R — x) da' 
SS Zz) 


qui rentre dans le type I. 


a Pintégrale 


Type Ill. — L’intégrale 


‘s R (2?) ne 
V (a? — a?) (@? + 6?) 


se raméne de méme au type IT par la substitution 


wW< a? 


e— 7= 24", 
qui donne Vintégrale ° - 


ae R(A— a” fas 
qin ni eee Le 
v(a2— 2) (at + b?— @) 
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Type lV. — Liintégrale 


7 R(x? ) ; 
1x> 2 2 
= -a* 2) (a2 aay ey z ot 


pouvant s’écrire 


Ma ne I F 
est du type HI-si l’on y considére = comme la variable. On la 


raménera donc au type I par la substitution 


Type V. — Enfin Vintégrale 


ie —— SEE, dx, a> b? 
V (a? + a?) (2? -+.b2) 


se raméne également au type I par la substitution 


GLO ee, 
qui la transforme en 


, R(a?— a?) dz' Rel SUC EO? Ae ye eae 
9 ecmraeries —@)(2?—@+ bP BB) ; 


165. Réduction ala forme canonique de Legendre en quantités 
réelles quand y est la racine carrée d’un polynome du quatriéme 
degré. — Nous allons montrer que l’on peut toujours, par une 
substitution réelle, transformer un polynome du quatriéme degré 
i coefficients réels en un polynome bicarré de la forme 


A(x2?+ a)(x2+ 6), 


A, z et @ étant réels. On sera alors ramené au‘cas précédent. 

On sait qu’un polynome du quatriéme degré, a coefficients réels, 
peut étre décomposé, au moins d’une maniére, en un produit de 
facteurs réels du second degré; la décomposition exige, d’ailleurs, 
Ja résolution préalable dune équation du troisiéme degré, Cette 


équation résolue, on peut écrire 


y = VU(22+ 9mer +n) (a?+ 22+), 
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C, m,n, u,v étant réels, et, de plus, on peut toujours sup- 


poser mu. sinon la transformation #-4-m—= x, suffirait a 
Sa : 
réaliser le résultat cherché. Faisons 2 = ff, é étant la nou- 


velle variable, p et g deux constantes. En substituant dans y el 
réduisant au méme dénominateur, nous aurons sous le radical le 
produit de deux trinomes en ¢. Déterminons p et q de facon que 
ces trinomes ne contiennent pas de termes du premier degré en ¢: 


nous aurons les deux équations 


PG mp +g) + w= oO; 


(tt) \ 
; PET BR(P +I) +4 =2, 


qui donnent 


n y) TTL) —— TU. 


D g =.—_ a— 
eee fen Pq y— m 
Je dénominateur p.— mn’étant pas nul, en vertu de notre hypo- 
thése. 
Les quantités p et g sont done racines d'une équation du second 
degré; pour qu elles soient réelles, 11 faut et il suffit que la quan- 


Lite 
A=(n—vP?—4(p~—m)(my—nyp) 


soit positive. Nous allons vérifier que, si le polynome du quatriéme 
degré en x nest décomposable que d'une facon en facteurs réels du 
second degré, A est positif; et que, si cette décomposition est pos- 
sible de plusieurs fagons, on peut toujours la faire de telle maniére 
que A soit positif. En effet, appelons a, b, c, d les quatre racines 
de ce polynome, a et & étant les racines de v?-+-2mx+n,c etd 
celles de. v?+ 2u”-+y. Ona 


2M =—(a+b), Rissa 22=—(e+d), y= ed: 
Substituant dans A, on trouve 
A=(a—e)(a—d)(b—¢)(b— &. 


Sia, b,c, d sont imaginatres, a et b sont conjugués, ¢ et d aussi; 
A-est positif, 
Sia et b sont réels, ¢ et d imaginaires conjugués, A est posiuf, 
Si les quatre racines sont réelles, on peut décomposer le poly- 


nome du quatriéme degré en a de trois facons différentes en deux 


pd 
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facteurs réels du second degré : supposons qu’on ait fait la décom- 
position de facon que a > b> ¢ >d; alors A est positif. 

Ainsi, dans tous les cas, aprés lintroduction de la nouvelle, 
variable ¢, y prend la forme 


ya VAC + (e+ fh 


5 (A, 2, @ étant réels); 
4 OL == /6.)> 


t ) 


et Pintégrale 


devient 


i s(F20) 
Cd ee IO gee me 


ee 
JPA VA ae a) (es B) 


On la raménera a la forme canonique de Legendre par une des 
transformations indiquées dans le numéro préeédent. 


| Remarque. Si lon considére 2 comme labscisse d’un point 
sur une droite, la détermimation des valeurs de p et g revient a la 
recherche des abscisses des* points qui divisent harmoniquement 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 


deux trinomes 
P+ywemetn, x + wer +y. 


166. Cas ot le polynome sous le radical est du troisiéme degré. 
— Si lon a une intégrale elliptique 
Sia aa 
—— e 


. a 
avec 


y= (Ari+3be?+3cxr+d, 


on peut encore, par une substitution réelle, ramener cette intégrale 
ila forme canonique de Legendre. Le polynome sous le radical 
ayant toujours une racine réelle a, i suffit de faire 


i 
? 
GN 


pour étre ramené a une intégrale dans laquelle figure la racine 
carrée dun polynome bicarré en t. ~« 

Mais, dans, ce cas, il est plus simple d’employer la forme 
normale de Weierstrass, comme on le verra dans le Chapitre 


suivant. 


—————S> 6 Ss ——— 


CHAPITRE VIII. 


REDUCTION A LA FORME NORMALE DE WEIERSTRASS. INVERSION. 


]. — LE POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU TROISIEME DEGRE. 


167. Réduction a la forme normale. — Soit a calculer l’inté- 
R(a) dx 
y x 


X=axri+ 3be2+3cxr+d (Geet) 


grale , ou. X est un polynome du troisiéme degré 


Si nous effectuons dans X la substitution 


we 
Cia Ie 


nous pourrons disposer des constantes m et n de facon que le 
polynome Z transformé de X soit de la forme 


Z = 48 G25 — 8, 


2» et g; désignant des coefficients constants. On reconnait immé- 
diatement qu'il suffit de poser . 


; y b 
*e n= 
a 
et 
am = 4. 


Lintégrale proposce se transforme alors en une intégrale telle 
que 


S(s) désignant une fonction rationnelle de sz. On dit qu'une 
itégrale de cetle forme est de la forme canonique de 
Weierstrass. 


Si Pon pose ensuite 


Wyre 
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on en tire, en faisant l’inversion, 
S =p(4; §2) §3), 


et Pintégrale elliptique I devient 


P= fS(pu)du, 


S( pu) étant une fonction rationnelle de pu. On calculera cette 
intégrale par la méthode de décomposition en éléments simples, 
comme on l’a expliqué au n° 50. 


Les périodes de la fonction pu se calculent d’aprés les formules 
des Chapitres UI ou VI. 


168. Inversion de Vintégrale elliptique lorsque les invariants — 
sont réels. — Nous avons vu, dés le début de cet Ouvrage, que, si 
Yon construit la fonction pu avec deux périodes arbitraires 2 
et 2w' de rapport imaginaire, cette fonction z= pu vérifie une 
équation de la forme 
(1) (Ge) =4 He —5, 
$2 et gs clant des constantes définies en fonction des périodes par 
certaines séries. Inversement, étant donnée une équation de cette 
forme oti g» et g3 ont des valeurs déterminées choisies arbitraire- 
ment, peut-on construire une fonction p(W; 22, 83) vértfiant cette 
équation? Nous avons annoncé (n° 34) que la réponse est affirma- 
tive; nous allons le montrer actuellement dans l’hypothése out les 
inyariants 2» et g; sont réels (et ot le discriminant g3 — 27 9% 
n’est pas nul). Nous verrons que, dans ce cas, on peut calculer une 
paire de périodes primitives de pu _et nous vérifierons que la 
fonction pw, construite avec ces périodes, satisfait bien a l’équa- 
tion (1). 


Premter cas: Discriminant positif. — Supposons que, dans 
Péquation 
Ka ‘dz \2 
I Sas rae ves 
( ) (=) 4 §2 63) 
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Déterminons les valeurs w et w! par les égalités 


~atn dz 
ro oS 9 
J, Viet Bs 

oy wee dz 
(3) soles : 
i Vit — ge ss 


oy tke z Trias Ewes 
de sorte que m et + sont des quantités réelles et positives, et 
L 


construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 
20, 20. 
Cette fonction pw satisfait 4 une 6quation différentielle 


da \? jet 
(=) = 4.35 — Gas — Gz, 


dans laquelle G, et G; ont des valeurs réelles rendant le discri- 
minant G3 —,27G% positif. Il s’agit de démontrer que l’on a 


‘ : 
Gz = £2, G3= §3. 


Pour cela, rappelons que les demi-périodes w et w de la fonction 
pu peuvent se déduire des coefficients de l’équation différentielle 
vérifiée par cette fonction au moyen des égalités 


+ 2 
dz 
= oO = 
f Vira G, oe TE sy Oe 


————— az 
: V42*— Gos + Gy Gx eas 


en désignant par [, la plus grande et par E; la plus petite des 
racines du neon 43*— G,s — G;. En comparant ces expres- 


sions de w et de * = aux intégrales (2) et (3) qui ont servi de défi- 


nition a ces quantités, on est conduit aux égalités 


Mais, Waprés le raisonnement fait aux n® 152 et 153, les égalités 
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précédentes exigent que Von ait 


y= e, Ey = eg, K3 = é3 


et, par suite, . te 


Done Péquation différentielle donnée est vérifiée par la fonc- 


: aes : Pat ae ere Ww’ 

lion pu qui admet pour périodes primitives 2 et 20', w et = Se 
déduisant des coefficients de léquation donnée a Vaide des inté- 
rales (3) rete). 


7 


Deoxtime cas : Discriminant négatif. — Etant donnée l’équa- 
tion différentielle ; 
[ae\t ) 
ne EGS ae Og Ses 
(5) ‘ Ea 


| WN tate ese mA Ws ) pe 
dans laquelle gy et g3 sont réels, et tels que l’on ait 
A= $3 eh <0, 
nous allons construire une fonction pu vérifiant cette Equation 


différentielle. 
Soient e, la racine réelle, e,, e; les deux racines imaginaires 


—conjuguées de 433 — g.3 — g3= 0; posons 


+0 dz 


puis 


et construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 


204, 203. 
Cette fonction pw satisfait A une équation différentielle 


oe aa) = 4st Gas — Ga; 


du 


les périodes 20,, 203 étant imaginaires conjuguées, on sail que Gy 
et G3 sont réels et que le polynome 433— Gy s — G3 admet une 
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seule raeine réelle : soient E, la racine réelle, E,, E; les racines 
imaginaires conjuguées de ce polynome; de plus, on a 


+ 0 dz 
oO: = ie, 
£ Disha eog wage 


4 Rigen. Beaten re 
oe Gaz Oa / 


Il s’agit de démontrer que Gy et G, sont égaux respecuryement — 


a 22 et 23. 


D’aprés ce qui précéde, on doit avoir 


ie (les pe 
ze (z= €1) (3 — €2)( o— e3) 


et 


eS, dz ai dz 
fe VC 21) (S=5 eg) Ce + e5) Je /(2== BE, ) (o4- Eh) (2 ES 


Mais nous avons vu (n° 154) que ces égalités ne peuvent avoir lieu 
que si E,, E,, E; sont égaux respectivement a é2, @;, @3, et, par 


suite, silona 
G2 = 82, G3 = 83. 


Done la fonction pu que nous avons construite avec les périodes 
20 , 20, satisfait a Péquation différentielle donnée 


Il — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU QUATRIEME DEGRE. 
PREMIER MODE DE REDUCTION OU L’ON NE SE PREOCCUPE PAS DE LA REALITE. 


On a déja donné n° 164 une méthode pour faire l’inyersion de 
setae dz 5 4 ; ; 
Fintégrale ( en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 

(2) 
pour appliquer cette méthode dans le cas général, il faut décom- 
poser F(z) en un produit de deux facteurs du second degré, ce qui 
conduit a résoudre une équation du troisiéme degré (n° 165). I y 
a intérét a éyiter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nome du quatriéme degré F(z) n’a pas ses coefficients numériques 
et contient des constantes arbitraires, comme cela se présente 
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souvent dans les problémes de Mécanique. Cette difficulté se trouve 
écartée quand on fait Vinversion en se servant des fonctions de 
Weierstrass. 


169. Cas particulier. — Parmi les formes diverses que peut 
prendre la formule d’addition de la fonction pw, nous avons obtenu 
la suivante (n° 45) : 


1:0-/ppu—p'e 
Pl pier f= 7 x (pee). 


Posons donc 
# Ul ’ 
Lf if Poe v 
(1) ie 
: 2 P u— pe 
cap regardons « comme une constante et £ comme une fonction de u < 
cette fonction yérifiera l’équation différentielle 
dt\2 . 
—) =[pu—p(u+p)}?. 
( =) [pu— pl )] 
Nous allons exprimer le second membre en fonction de ¢ et véri- 
fier qu’il est un polynome du quatriéme degré en ¢. 
q pes. q 8 
Dans tout ce qui suit nous rendrons les résultats plus faciles 
a retenir en employant une représentation géométrique. 
Considérons la cubique 


J? = 4 Ur — 81xL — 83, 
déerite par le. pomt de coordonnées 
Gs it Diath, 


cubique étudiée aux n°* 60 et suivants et 154. Coupons cette courbe 
par une sécante passant par un point fixe P de paramétre ¢ et un 
point variable de paramétre uw; le coefficient angulaire de la sécante 


+ 


estas 
piu—p'e 


=2¢t 
pu—pe $ 


et le troisiéme point d’intersection a pour paramétre — (u-+ ¢) 
(n° 62). Nous avons obtenu dans le n° 62 des formules qu’on peut 
écrire, en y remplacant a par 2¢, 
[pu—pe]+[p(ut+)—pe] = @—3pe, 
_[pu—pe][p(w+e)—pe] = <(p'e—20p"e); 
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ces identités montrent que pu—per et p(u+e)—pe sont: 
racines d’une équation du second degré ayant pour coefficients des 
polynomes en ¢. En élevant la premiére au carré et en en retran- 


chant le quadruple de la seconde, on a 
[pu—p(u+e)P=(t— 3pe)?— 2(p"e —2tp’e), 


et Péquation différentielle que vérifie ¢ peut s’écrire 
, dt \2 
(<) = F( 4), 


en posant 
S(é) = (@—3pe)?— 2(p"e — atp’e). 


Les racines de ce polynome f(t) sont les moitiés des coefficients 
angulaires des tangentes menées du point P a lacubique; en effet, 
si t devient égal A une de ces racinesj on # pu= p(u+e), et la 

-sécante de coefficient angulaire 2 ¢ coupe la cubique en deux points 
confondus. 

En résumé, si ¢ est défini en fonction de wu par l’équation 

dt 


Cae, — 9 
VFO) 


( peut s’exprimer en fonction uniforme doublement périodique 


de w par la formule (1) et il en est de méme de V/f(¢), qui est 
dt 
du 


probleme de Vinversion pour le polynome f(t). Ce polynome du 


égale a - On exprime ce résultat en disant quon a résolu le 


quatriéme degré en tne renferme pas de terme en. é° et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont l’argument ¢ et les deux inva- 
riants g» et gy de la fonction P. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un poly- 
nome du quatriéme degré quelconque, on peut toujours, aprés en 
ayoir fait disparaitre le terme en ¢*, Videntifier avec f(t), et, cela, 
par des opérations rationnelles. Le cas particulier que nous 
venons de traiter nous donnera done la solution du probléme 
de l’inversion pour un polynome du quatriéme degré quelconque. 


170. Le cas général ramené au cas particulier précédent. — Soit 
un polynome donné du quatriéme degré 


g(t) =u+ Got? + 4agt + a,, 
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débarrassé du terme en ¢?. En Videntifiant avec le polynome f(¢) du 
numéro précédent, on trouve, en vertu de 2 p’» = 12 p29 = gs, 


pe=— a, DP C= hes Bo— 3p? = %. 


La derniere de ces égalités peut étre remplacée par la suivante : 
82> 4% 305, 


et ’on voit que les trois constantes py, p'y et g2se trouyent déter- 
minées. La valeur de g peut se déduire de l’équation 


'"y . . 
PPO = 4 Pv. — FaPe — §3; 
elle est égale a 
83> ao, — ae — Cas. 


On a donc, pour identifier les deux polynomes, les relations 
? | } y ’ 
concordantes 


Ces relations définissent les deux invariants gy el gy ct Vargu- 
ment constant ¢. 
Si le polynome donné est un polynome F(z) renfermant un 


- 


terme du troisiéme degré 
F(z) = ap 5*+ 4a, 337+ 609324 4435 +a, 
on fera disparaitre le second terme en posant 


’ EG EN a 


on a alors ; 
Bi) ao(¢*+ 60907 +- 4a3t + a,) =a99(¢), 


A) ay— AF 34% — 3A) a, a,+ 2a} 
a+, C= 


3 2 
a 0 


; as 


On trouve enfin, pour g» et 93, les expressions suivantes : 


S 
A 2,9 i 
Sai yt 3.08 a Sy) 
ao 
i 2 3 T 
83 = Xp %, — 43 — %y = —Z 
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en posant 
S = aa,—4a,43+ 3a}, 


- T= apa, + 2.01, a,a3— a3 — aya} — a? ay. 


_Remarque. — S et T sont les tnvariants du polynome 


< Ay) 5*+ 4a, 53+ 60,524 4a35 + a. 


Si l'on calcule les valeurs particuliéres de S et de T pour le 


polynome 
SiGe?) = {*— 62 pe ate 4tp's + £9— 3pre, 


on trouve 2» el gs. 

On obtiendrait donc immédiatement les relations donnant 22 
el gz en égalant les valeurs des invariants des deux polynomes que 
Von veut identifier. 

Les expressions de pe et de p'y en fonction de a, @,, dz, G3, a, 
sobtiennent de méme en remplacant a2, 43, %, par leurs valeurs ; 
on peut alors énoncer la régle suivante : 


171. Regle. — Soit F(z) un polynome du quatriéme degré 
quelconque 


F(z) = aatt 4a,s? + 6a, 32+ 4a334+a, 


et soi1ent S et T les fonctions suivantes des coefficients dé ce poly- 


nome : 
—— Ay Ay — § A, A3+ Sen 
T= an az, a, + 2a; d,a3— a3 — ana — a? ay. 


Si Pon prend les fonctions elliptiques ayant pour invariants 


et un argument constant » défini par les égalités 


9 2 ‘ 
pe= ia Ihrer UE ly se a3a5 — 3A) QA, a,+ 2a3 
ata Ra as a z 


et si on pose 

ay, t peepee 
ENT tk eae 
a 2 pu— pp 
ona 


VF(z) = Vag[pu—p(u+e)], 
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puis 


I dz u dz 
SS du ens Ss, gy) 
Va VF(z) Va VF(s) 
ce qui donne Ja solution du probléme de Vinversion pour le bone 
nome du quatriéme degré F(z). 
A un point de vue géométrique, ces formulés peuvent aussi 
s’interpréter comme il suit : 
Si Von considére la courbe du quatriéme ordre 


= VF(z), 


les coordonnées Z et s d’un point de cette courbe peuvent s’ex- 
primer en fonctions uniformes du paramétre « par les formules 

a rpu—p'e 

cipal Sea ested mae ke 


feos 
<—— 


ay 2 2 Pp t=— py 


Z==Vaytpu —p(u + e)]. 


Ilf. — INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT POSITIF. 


172. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
triéme degré. — D’aprés ce qui précéde, étant donné un polynome 
du quatriéme degré 


= F(Z) = aos*+ 4a, 234+ 642,2°+ fa35+ a, 
. 5) ‘ . 
si ’on pose 
ay I pu—p'e 
ao 2 pu—pe 


. 


les invariants des fonctions elliptiques et l’argument constant ¢ 
étant convenablement choisis, le polynome F(z) prend la forme 


F(z) =a[pu—p(ut e)]2. 


Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de l’argue 
ment uw qui correspondent aux racines de F(z), Pour l’une de ces 
valeurs, on doit avoir 

; pu—p(u+e)=o, 
ou bien 

uty =HuUu+2Mw+2nw’, 


m et n étant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
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signe ++, puisque ¢ n’est pas un multiple des périodes. En prenant 
le signe —, on trouve 


( F 
u=—-+mMmo+nw, 
2 


et il suffit de considérer les quatre valeurs suivantes de u 


v v 7) ; v ; 
Uj=—-) u;=——-+H, Ug=— - +wW+o, U;=—-+0'. 
2 2 2 Be 


173. Discussion relative ala réalité des racines. Cas ow le dis- 
criminant est positif. —- Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(z) sont réels, de sorte que, lorsqu’on fait 
Vinversion, g» et g3 sont réels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas oti le discriminant est positif. La courbe 


De pitt, Ga atl 


se compose d’un -ovale et d’une branche infinie. Les valeurs 
de pv et p’e étant réelles, » est le paramétre d’un point réel de 
la courbe. L’une des périodes w est réelle, l'autre w’ purement 
imaginaire. 

Les arguments Wo, Uy, U2, Us sont les paramétres des points de 

i] = ua a p z [Soe = I % 

contact des tangentes menées a la cubique x = pu, y = p'u par 
le point de paramétre »; les valeurs correspondantes de 
pu—p'e 


I 
i 
2 pu—py 


sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et l’on 
voit, en se reportant a Vexpression de z en fonction de u, que le 
nombre des racines réelles de F(z) est égal au nombre des tan- 
gentes réelles qu’on peut mener a la cubique par le point de para- 
métre ¢. f 

Nous avons vu (n° 65) que les quatre tangentes sont ou toutes 
réelles, ou toutes imaginaires suivant que le point » appartient a 
la branche infinie ou & Vovale, c’est-a-dire (n° 65) suivant qu’on a 
a la fois 


« 


pe >o, pe >o, 


ou que une au moins de ces inégalités n’est pas vérifiée. 
D’aprés la valeur de pe en fonction des coefficients du poly- 
nome, on peut énoncer ce résultat ainsi : 
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Dans le cas du discriminant positif, le polynome 1 (3) a ses 
quatre racines réelles, si Vonaala fois 


ai — A, a, > 0, 12(a? — ay a@_)?— Sa? >o. 


SiUune de ces inégalités n'est pas verifice, le polynome a ses 
quatre racines imaginatres. 


Les quatre racines rangées par ordre de grandeur. — Dési- 
gnons par 


a 


les valeurs de s et par 
+ to, t1, t2, 3 : 


les valeurs de ¢ qui correspondent aux arguments 
Uone Uqeaa lon a Ula 


Dans le cas ot les quatre racines sont réelles, les quatre valeurs 


Fig. 5 bis. 


de zs sont rangées dans le méme ordre que les valeurs correspon- 
dantes de ¢. 
Or on peut voir sur la figure (fig. 5 bis) dans quel ordre sont 
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rangés les coefficients angulaires des quatre tangentes menées du 
point P de paramétre ¢, en remarquant que chacune de ces — 
gentes n’a d’autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 


OW <a Nir 


on yoit*(fig. 5 bis) que les valeurs de ¢ sont rangées dans lordre 
suivant : 

hori e>h> h, 
et, par suite, ona 

5y > 23 > 52> F1- 


174. Inversion en quantités réelles. — Sapposons que lon ait 
fait Vinversion de l’intégrale : 5 


i ae as 

i VEC) 
par la méthode des n°* 170 et 171. Cherchons quelles valeurs de u 
Yon doit prendre pour que = et VF (z) soient réels tous les deux. 


4 
1° Cas ou les quatre racines sont imaginaires. — Alors I (z) 
est toujours du signe de ay. Si done ay est négatif, /F (s) mest 
jamais réel en méme temps que z. Si a est positif, il suffit que z 
soit réel pour que VF (2) le soit, c’est-a-dire que 


' , 
ip pe 
2 pu—pe 


soit réel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
point P, de parametre ¢, appartient a lovale. Si nous menons par 
ce point P une sécante de coefficient angulaire 27, cette sécante 
rencontre toujours, quel que soit ¢, la courbe en un autre point 
-appartenant a Povale et en un point appartenant a la branche 
infinie. En d’autres termes, 4 une valeur réelle de ¢ correspondent 


pour uw une valeur réelle et une valeur de la forme a +-w', a étant 
réel, 


Ainst, quand les quatre racines sont imaginaires, il n'y a 


de solulion que si dy est posttif; on doit prendre alors u réel 
ou u—w’ réel, 


\ 
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2° Cas ot les quatre racines sont réelles. — Le poi de 


~ paramétre g est alors sur la branche infinie de la cubicrue, comme 


dans la figure 5 bis. 


L’argument ¢ peut alors étre supposé réel et compris entre — 
et w (n°? 65). 
Nous ferons la discussion en supposant 


‘ 


Ops <a), 


4 


ce qui est d’accord avec la figure, et nous écrirons 
(2) = ao(% — 29) (4— 43) (4 — 42) (4 — 51), 


les racines se succédant dans le produit suivant l’ordre de grandeur 
décroissante. 

Soit @abord a)>o. Comme «z est supposé réel, pour que 
V F(z) le soit, if faut que s vérifie Pune des inégalités suivantes : 


2>&, ose 2) S95 B< &}, 


ou bien que ¢ vérifie l'une des suivantes : 


t >to, tz > t> ta, €< &. 


Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une sécante de coefficient angulaire ¢ et sil’ona 


> 


ssh ou IR 


les deux points variables d’intersection appartiennent a la branche 


_infinie : les valeurs correspondantes de w sont réelles. Si lon a 


t3 > t > ta, 


les deux points variables d’intersection appartiennent a lovale et, 
pour chacun d’eux, u—w)! est réel. Ainsi, quand ay est positif, 
on dott prendre u réel ou bien u — wo! reel. 

Soit maintenant @) < 0, on doit avoir 


(iy Se ee Ou yale Sutin 


Si lune ou lautre de ces inégalités est vérifiée, la sécante 
oD ») 
menée par P et dont le coefficient angulaire est 2¢ ne rencontre plus 
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la courbe, les abscisses des deux points variables d’intersecuon 
pu, plu+e) 


doivent étre imaginaires conjuguées. Or, si nous posons u=a-+ bt, 
a et b étant réels, la formule d’addition montre que p(a@-+ bv) 
et p(a — bé) sont imaginaires conjugués; il faut done que l’on ait 


p(e+at bt)=p(a—br) : 
ou bien 
™ ep +at bi=+(a—bi)+2mun+2Nno', 


m et n étant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe +-, car, en égalant les parties réelles, on trouverait 


Te 


ce qui m’a pas lieu; on doit donc prendre le signe — et lon a, par 


suite 
’ 
9-24 =2MH + 2N8'; 


n doit étre nul, puisque ¢ et a sont supposés réels, et Végalité 
peut s’écrire 
Vv . 
L=— == Tw, 
ou il suffit de considérer pour m les valeurs o et 1. 
Nous trouvons donc, comme condition nécessaire, que wu doit 
étre de lune des formes suivantes : 


Ce ae p 5 
u=— — + 1b, u=—-+o0+1b, 


6 étant réel. Nous allons vérifier que cette condition est suffisante. 

On voit @abord que, siualune des formes précédentes, ¢ est 
réel. En effet, d’aprés Vinterprétation géométrique ‘de ¢, on a 
comme demi-coefficient angulaire de la sécante 


pu—p uy . 


t= uy=—(u+P). 


I 
Bee ? 
2 pu— pu 
rey 


Oo = 
u =—-—+ 1b, 
2 
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u et WU, sont imaginaires conjugués; il en est de méme de pu et 
de pu;, puis de p'u et de p'u, : donc ¢ est réel. Si 


+ w+ ub, 


“u=— 


y j 
ma—(S+0+ib), 


3) 3 
UjK2H0=S=— —-+uw—itb. 
2 


Done pu et. pu, dune part, p’u et pu, dautre part, sont ima- 
ginaires conjugués, ¢ est encore réel. Dans les deux cas, la sécante 
de coefficient angulaire 2¢, menée par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. Tl faut done que Von ait 


fo >t > tz ou lige te>a<tq. 


Done enfin, pour une valeur de w de Pune des deux formes consi- 


dérées, z et VF (sz) sont réels tous les deux. 


Ainst, dans le cas ou les quatre racines sont réelles et ott ay 


, “7 : Vv . es 
est négatif, on doit prendre u+--ou bien u + -—w pure- 
Y 2. 


ment tmaginaire. 


La démonstration a été faite en supposant o <<» < w. Le résultat 
est encore vrai si ¢ est compris entre 0 el —w. 


175. Résumé. — Le discriminant étant positif, si Pon veut que 
s et \/F(z) soient réels tous les deux, il faudra choisir la forme de 
Pargument w par la régle suivante : 


1° Les quatre racines de F (z) sont tmaginaires. — Si day est 
po 8 . , * IA , ~ , 
positf, on doit prendre w réel ou bien u — w’ réel; si ay est né- 
gatif, il n’y a pas de solution. 
2° Les quatre racines de F (3) sont réelles. — Si ay est po- 
sitif, on doit prendre wu réel ou bien u — w’ réel. Si ay est négauf, 


A @e é V : wees 
on doit prendre wu + 5 ou bien wu —-- > — © purement imaginaire. 


Ces cas 1° et 2° sont les seuls qui peuvent se présenter quand le 
discriminant est positif. 
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IV. — INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT NEGATIF. 


176. Racines de F(z). — Soit, comme précédemment, le poly- 


nome du quatriéme degré a coefficients réels 
F(z) =a) 2*+ 4a, 33+ 6a227+ 4a35 +. 


Les quantités g» et gy étant calculées comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynome, nous supposons maintenant le 
discriminant g? — 27 93 négatif. Ese 

Nous désignerons, comme au n° 144, par w, et w, un couple de 
périodes primitives de la fonction p, périodes que Von peut sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguées 


201 = We— 5, 203 = M+ 05, 
w», désignant une quantité réelle et w) une quantité purement 


imaginaire. 
On voit immédiatement, comme au n° 172, que, si l’on pose 


f r 
ay I pu—p'e 
a at ’ 
ay 2, Pp Ca p v 


Ics invariants de la fonction p et Pargument constant ¢ étant con- 


venablement choisis, les racines du polynome F(z) correspondent 


aux arguments 


; 
p ? v e 

Wy =— -> Ut Ot tho = — "= + ye 3, 3 = — — + 03. 
2) 2 2 2 


_ Nous supposons que les coefficients de F(s) sont réels; alors 
les quantités qui ont servi a définir pe et p'y sont réelles, et on 
peut toujours supposer (n° 148) © réel et compris entre — ws 
e€U Wo. 5 : 
On voit done que F(z) a ‘deux racines réelles correspondant 


aux arguments 
P {Oa 
Uo = 5 Ug = — —- + Ww 
f 2 2 Aa 


et deux racines imaginaires conjuguées correspondant aux argu- 


ments 


— P+ W.— Ww) —P+WH,+ wh 
uy = —_ > uu; = ———————_. 
2 | 2 


A 
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Si Von considére la courbe 


D = ne, i Soe 


précédemment étudiée (n° 154), on sait que cette courbe n’a pas 

de points réels en dehors de la branche infinic représentée sur la 

figure 31. Le point P de paramétre y est un point de cette branche. 
Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes réelles. 

Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 

4 que prend le rapport 

i I pu—p'e 

2 Pp Us Pp (e 


= 


our UW = Uy et U= Ua, valeurs que nous désignerons par fy et fy. 
0 2) g 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 


z a ODP < We; 


on voit alors sur la figure 31 que ona 


to > ly 
- et lon en conclut 
Sy > 2%. 
177. Inversion en quantités réelles. — Cherchons quelles va- 


wa 


leurs de wu il faut prendre pour que < et VF (zs) soient réels tous 
les deux. Comme ona 
= . : 
F(z) = ao(4 — 20) (4 — 22) (4 — 41) (4 — 33), 
el que <, et 33 sont imaginaires conjugués, il suffit, si z est déja 
réel, que lon ait 

ao(% — 3%) (4 — 42) > O. 


1° Supposons d’abord que ay est positif : il faut que s vérifie 
Vune des inégalités 

ZS By ou Ba < Bs 
et par suite que ¢ vérifie une des inégalités z 


So Tiny ou t> te; 


@ 


une sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
a 2¢, rencontre alors la courbe en deux points réels, 
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Done si ay est positif, on doit prendre u reel. 


2° Supposons maintenant que ay est négalif; ¢ doit verifier la 
double inégalité 


by Hes 


Ss eee iy 


la sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
4 9¢, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables (intersection 

pu, plute) 


doivent étre imaginaires conjuguées. C’est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous déterminer la forme de w. 

Posons u=a- bi; aet b étant réels, p(@ + br) et pla — fig ) 
sont des quantités imaginaires conjuguées : on le vérifie @ a Vaide de 
la formule d’addition. On doit done avoir 


p(e+at bi)= nie ees bt) 
el, par suite, 


p+tat b= (a— bi) +2mMo,+ 2Nw;. 


Prenons d’abord le signe —}; légalité devient 
24+ =2MwW,+2No3 
= M(H2— 5) + N(W.+ ww). 

Comme @ et ¢ sont réels, on doit avoir rn = m, et Pégalité résolue 
par rapport a @ devient a 

ie 

a=—-— + Mid; 
2, 


ge pars hats F g 
il suffit de donner a m les valeurs 0 et 1. Pour m= 0,.u-—-+ — est 


: ne eres ; ? : x i= 
purement imagimaire. Pour wie 1, u—=— i est égal a une quantile 


purement imaginaire augmentée de wy. Mais ce cas rentre dans le 
précédent si Pon remarque que (n° 147) 


p(m:,+ uw) = p(w y+ u). 


Réciproquement il est facile de vérifier que, pour un argument u 
de la forme 
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ou 6 désigne un nombre réel, ¢ est réel et compris entre ¢, et ¢y. 
En effet, puisque 2¢ estle coefficient angulaire de la sécante allant 
du poimt P dont le paramétre est » au point dont le parameétre est uw, 


ona 
Lee CETL 
ie Ee Oa = uj=—(u+e). 
2 pu—puy 
Si lon prend 
= ° 
u=—- + 1b, 
ona 
. 
m=—(2+0) == == 7h 
2 2 


et Von voit que pw et pu, @une part, piu et pw, dautre part, 
sont des quantités imaginaires conjuguées. Done ¢ est réel. De 


_ plus, Ja sécante menée par P et de coefficient angulaire 2¢, rencon- 


trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantilés imaginaires, ¢ est nécessairement compris entre fy et fy. 
Done a une valeur de u de la forme considérée correspondent des 
valeurs réelles de z et deV/F(z). 

Nous avons choisi le signe — dans l’égalité exprimant que pu 
et p(w + ¢) sontimaginaires conjuguées. En choisissant le signe +- 
dans la méme égalité, on serait conduit a des arguments pour les- 
quels pu et p(u-+c) seraient bien encore des quantités imagi- 
naires conjuguées, mais ne rendant pas réels s et \/ F (s). 


3) 
AINSt, quand Ay est PEE A ul faut prendre u +. = purement 


ima ginar e. 


178. Résumé. — Le discriminant étant négauf, F(z) a deux 
racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées; si lon 
veut que s ety/F (z) (z) soient réels tous les deux, il faudra choisir la 
forme de argument u par la régle suivante : 

Quand a est positif, on doit prendre wu réel; 

; : : Ne : ; 

Quand- ay est négatif, on doit*prendre u +> purementxima- 
ginaire. 


V. — MertTHODE D HERMITE. 


179. Méthode générale. — Hermite a donné le moyen de 
ramener a la forme canonique adoptée par Weierstrass une in- 
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dx ree ; oe 
vegrale dans laquelle X désigne un polynome général du 
: X 


quatriéme degré. Nous ne ferons qu'indiquer, a titre d’exercice, 
cette méthode dont nous n’aurons pas & faire usage. Seient 


X = ay v'+ 4a, x2? + 64,2? 4+ 4a;04+ a4, 


un polynome et H le hessien de ce polynome, 


Fl = (ay Ay — a7) Lt + 2( A) a3 —- A, Ay ) 3 


+ (ay Ay, + 2.4, 3 — 3.3) v2 + 2(a,a,— 4243) £ + A,a,— a}. 


Si on pose 


3 
f= — Xie 
on aura 
] dau dé 
2 
VX Thrmamas 


S et T désignant les invariants du polynome X 
S = @a,— 4a,a3+.3a3, 


T = ap 2, + 204 A243 — a3 — Anaz — aj ay. 


. Pour s’en assurer, il suffit de substituer € dans Vintégrale du 
deuxiéme membre et d’admettre Videntité suivante, facile a vérifier 
quand le polynome X est bicarré, 


x 4( x) s( x)—T| = 4h, 


en désignant par 4J le jacobien des polynomes X et H 


oH ox 
43 = X — =n 
* Ox ie gh Ox 


D’ailleurs, Videntité précédente, une fois établie pour un Polya 
nome X eared: s’étend aisément au cas d’un polynome ¢ eénéral 


° 


du quatriéme deve r 


-Y * ° - . Ber ay Phas = 
Cas particulier. — Ainsi on vérifiera asément que lon a 


f- dx = dt 
Var+6me?+1 ) (: mt) 
2 


9 


ew 


eae one Pak Or, Canara oe © dec é 
OTION A LA FORME NORMALE DE WEIERSTRASS. OY 


-_ 


5 nein 
rae ng cee Rae eee =: x | 3 
i 
amy (tts Ets) (+ AES) 
J : rs fag Eee Lae : : . 


an ee 


035 0H he ite eis sk ‘ 2 2 
— ee |p ee Fi ae _— 
4 (x Ox * ae) MO) aCe SE YW (@ Bs EB ee 


— 7 
—— 


a 4 


a Ae 


“st 
s 
Was! 


*," 


~ 
- 
sa 

i.” 


el : u ; 
~ - = x ~ a 


Paes a tee ; ; 
--—APPELL UT LACOUR. petaias 20. 


CHAPITRE IX. 


APPLICATIONS DIVERSES TRAITEES AVEC LA NOTATION 
DE WEIERSTRASS. 


I, — CourBE ELASTIQUE PLANE ET SANS PRESSION. 


180. Mise en équations. — Nous avons déja traité cette question 
au n° 430 a Paide des fonctions de Jacobi; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de Weierstrass et nous en prépa- 
rerons l’application au cas du prisme droit chargé debout. On 
pourra, de cette fagon, comparer les deux systémes de notations 
en les apphquant a un méme exemple. 

L’équation qui donne la forme de la courbe élastique dans la 
position d’équilibre contraint et quia été obtenue au n° 130 peut 
s’écrire avec un changement de notation 


(1) 


C désignant un coefficient posiuf et a@ la mesure d’une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liées a la con- 
stante ¢ employée au n° 130 par la relation 


On trouyera 4 la page suivante, un Tableau de formules que 
on passera a une premiére lecture : ce Tableau donne le résumé 
des formules établies dans ce paragraphe. 
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TABLEAU DE FORMULES. (Courbe élastique plane et sans pression.) 


I 
(1) ieee 
diz do 
aE =— sin§ — =— -sin0, 
d 2 
(2) = =c4 +p, 
2 
(3) (Z)'s1- (cE +o)’, 
/ A Snes Hh pu 
(4) Get Ie en 
(5) (pu — é2)[p(u-+ 2) — €2] = (e1— €2) (€3— 2), 
(6) (pu—e2)+[p(u+ o:)—e] = 25 —3e,, 
) Dae Wee )(€2—é€3) =[p(u+w,)—pu}?= Ey (st ‘ 
@ a : hs ieee Le ‘ a \ du 
hse AU gS ea OCA 
eC (S ae ‘) T2 5) (Z) 
(9) adu= (ids, 
he 2 
(10) et (11) < = 4 —3e,= put p(u+ 02) — 262, 
(15) — = i[Cu-+ (w+ w2)-+ 2We9] + const., 
(13) ua + it, 
(14) a dt = Cds, 
(15) = =1|8( 2 it) — (2 ~ ce) | — ase, 
a 2. 
p(-2 + it) 
(16) x Bes s ? 
4 a 2 3 5 
pf- 2+ it) —per 
pi 
) —— 
: San OS 2 : 
(17) pave Ce os 
te 


181. Intégration par les fonctions elliptiques. — La relation (1) 
peut étre considérée comme une équation différentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons intégrer cette équation. En dési- 
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enant par s l’are de la courbe compté a partir d’une origine fixe 
et par 9 langle de Ow avec la tangente supposée menée dans le 
sens qui correspond aux ares croissants (fig. 16, p. 203), ona 

du 


ds : ds 


De la premiére égalité Von déduit, par différentiation, 


aa e 9 
—_—— — — sin — 
ds? ds’ 
: : di I 
puis, cn remplagant sin 4 et T= 5 par leurs valeurs, 
i 


Ope Cur ey, 
Ga as ae 


2 az 
Intégrons, ce qui donne 


(2) — = c= - 1), 


D désignant une nouvelle constante, et portons l’expression ainsi 
dx 


— dans la relation 
ds 


obtenue de 


il vient 


(3) 


182. Inversion. — En remarquant que le polynome du qua- 
triéme degré dont on veut faire inversion est bicarré, on est con- 
duit a appliquer de la fagon suivante la méthode donnée au n° 169. 

Posons, cn adoptant les notations du Chapitre VI, § 1, 


, eee 

(4) Go. AOD ee 

on sait que lon a 

(5) (pu — ez) [p(w+ 2) — eo] = (e,— 1) (e2— 3), 
(6) (pu — ez) +[p(u+ o:,)—e] = J —3e, 


el, par suite, d’aprés (66) (p. 54), 


a? \du 


{4/2 2 ‘ 7 
(5.) (4-34) —4(e2— €)(e2—e3) = [p(u+o.)—pu}t?= a(Z)- 


s 
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Pour identifier le polynome du quatriéme degré qui forme le 
premier membre de cette égalité avec le second membre de l’éga- 
lité (3), nous mettrons cette égalité (3) sous la forme 


y? DX2 aes i fdy\? 


et il nous suffira ensuite de poser 


I 

ay = 4(e2— €1)(€2— €3); 

C2 

na 

G = —-19 C9 == €) — Co 63 — Co 


On voit que e, — és et es; —e» sont les racines dune équation du 
3 2 
second degré dont le discriminant est 


Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D? <1. On 
reconnait aisément que cette inégalité doit étre vériliée si la courbe 
présente un point @inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit chargé debout : en effet, pour que ¢ puisse devenir infini, il 


: 5 d ; : abo: : 
faut que y puisse sannuler sans que o devienne Imagimaire ; il 
C 


faut donc, d’aprés (8), que D?—~1 soit négatif. Cette hypothése 
correspond au premier cas du n° 130. Alors es étant réel, ce, et e, 
sont imaginaires conjugués; on peut prendre, comme périodes pri- 
mitives de la fonction pu, deux quantités imaginaires conjuguées : 
nous les désignons par w, et w3 et nous conservons les notations 
ke 

du paragraphe I, Chapitre VI. 

Ayant ainsi identifié les premiers membres des Ggalités (7) 
et (8), nous avons 


et, par suite, 


(9) adu=Cids; 


en supposant convenablenrent choisi le sens dans lequel Vare s 
est compte. 


Ors ois a 
Dans lézalité (2) remplagons ds_ par Gz du et par sa 


Gj 
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valeur —3é., il vient 
t dx y? : 
(10) So = ar) ——a 3s 
; a du a 


et, en tenant compte de la relation (6), 


ae , 
(11) = put p(u+ We) — 2é. 


a du 
On a immédiatement Vintégrale du second membre et l’on trouve 


(12) —=t[Cu+C(u+ 2) + 2Ue.| + const, 
a 


183. Nature de ’argument. — Voyons comment doit varier wu 


pour que y el (/: — (C o + D) soient tous les deux réels. 


La relation déja établie 
adu= Cids 


montre que uv et du sont nécessairement imaginaires. Posons 


u=h+it, 


h et t désignant des quantités réelles, dont la seconde est variable. 
On a trouvé, en faisant Vinversion, 


; 2 2 2 ph 
t— (c& ao D) =— a (=) =— C2[pu—p(u-+ ws) ]?, 
of c 


a> 


et il en résulte 
2 2 A a 5 . - 
(Ji (es. cs D) =1C[p(h+ it) —p(m.+h-+ it)]. 
Rh aA 


Daprés cela, p(m.+h+ 70) doit étre la quantité imaginaire 
conjuguée de p(h +i); on-doit done avoir 
p(w. + h-+- tt) = p(h—it) * 
et, par suite, 
We +h + tt = (h — it) +2mo0i+ 2nws, : 


m et n désignant des nombres entiers. Si Von prenait le signe +-, 
fh disparaitrait et ¢ ne pourrait yarier dune maniére continue. En 
prenant le signe —, l’égalité devient 


IN + o2= M(w,— wh) + 2(W2+ wh); 


\ 
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le premier membre étant réel, il faut que n—~m et l’on trouve 
alors 


W»9 
h=— — + Mo. 


. ei Ws, 
Il suffit de donner a m les valeurs 0 et 1. Pour m= 0, u-+ = 


. . . 9 
est purement imaginaire. Pour m = 1 = = n’est plus purement 


imaginaire; mais ce cas se raméne au précédent, a cause de la for- 


mule 
p(u+ o,)= p(u+ 3). 


En résumé, on aura donc a prendre pour w des valeurs de la 
forme 


(73) u=— — i; 


¢ étant une variable réelle. 
Remarquons tout de suite que l’égalité 


ladiu= Gt ds 
devient 
(44) adt =Cds. 
184. Expressions de x et de y. — Remplagons u par sa valeur 


en fonction de ¢ dans les relations (12) et (4); il.vient 


(15) = i[e(2 +i) —(2 = it)|=2e4, 


en supposant l’axe des y choisi de fagon que x =o pour =o, 
puis 


(16) St aee 


Cette valeur de y peut s’écrire successivement en se servant des 
relations (65) et (64) du n° 44 


Lae (it =) (we 2) +a, 
a 2 Dy 


(17) eS TS 


. 4 
plié—p — 
= 


312 CHAPITRE IX. 


A, 7» désignant des constantes et yo étant la valeur que prend y 


pour (OF 


185. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier ¢. — En 
tenant compte de la périodicité des fonctions de ¢ qui figurent 
dans les expressions de x et de y, cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable réelle ¢. 


f 
20, 
u 


Quand on change ¢ en ¢-++ » y ne change pas, 7 augmente 


de la quantité constante 4h définie par l’égalité 
/ h Oa ’ : l 
(18) Slag Has) LCG — ites ip), 


ou lon a posé 


M1 = Cor, 3 = $3. 


z ‘ 
29 


Il suffit de faire varier ¢ de ¢, a t) + mat Si lon change ¢ en 


—t, y ne change pas, x change de signe. Donc si l’on faisait 


/ / 
. @or O35 . . . 
varier ¢ de — = 4—-- 2) la branche de courbe ainsi obtenue serait 
f 
ee . ae és : ; Nays 
symétrique par rapport a Oy; il suffit de faire varier ¢ deo a=. 


t 
On peut encore restreindre cet interyalle; soient ¢, et ¢, deux 


. Os 
valeurs de ¢ ayant pour demi-somme = 


soient 2, 7) el 22, V2 les coordonnées des points correspondants ; 
ona 


Spee 
Vir y2=.0, 5 (ti Ha) = h, 


h élant la constante définie par Pégalité (18). Donec, si lon faisait 
Hj 
f ee fe : cl 
vanier de oa rer la branche de courbe ainsi obtenue aurait pour 
Pr praia : t 
centre le point yo, x =/h: il suffit de faire varier ¢deoa 2. 
20 
Considérons les points de la courbe qui correspondent aux va- 


( f if 
z we : re) 
leurs extrémes de cet intervalle (0, =). Pourct—= =, onay=o 
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d’aprés la formule (16) et 


h 


4b 5 
= = UCWs—— Gy 2), e5-) = = 
a (Sw3 Coy 2 o2) Bs 


daprés la formule (15). Ce pointy = 0, x = / est le centre dont 
nous venons de constater l’existence. Ce point est en méme temps 
un point d’inflexion, comme cela résulte de la formule 

I Cy > 


a} . 
) a” 


our t= 0, ax®=o0 et y= yo. Cherchons la tangente au ~ 


12D) 


point correspondant de la courbe. Faisons dans (4) u = — aa it 


et dérivons par rapport a ¢. la relation obtenue; si lon tient 
compte de la formule (66) du n° 45 (ot l’on aura fait ¢ = w,), on 
obtiendra 


L dy Pe: We : Ws : . 
(19) La i[p(S 4a) —p(S—a)|: 


Wy 


de méme, en faisant dans (11) u= +-1/, on aura 


2 


a SS 


\ 


jhee 2 < / a 2 
(20) aa o(- Sri) +p(S +t) y= G30. 


O : atacder ees V; ee] , Beals 5 
n volt que, pour ¢ — 0, yp CStnubet TF est egala2(p— poe)» 


quantité plus grande que zéro. Done la tangente est paralléle aO x, 
c’est-a-dire a la direction de la force élasuque; de plus, comme Oy 
est un axe de symétrie, le point correspondant a ¢= 0 est un, 
sommet. 


186. Construction de la courbe. — Supposons maintenant que ¢ 


y 
Oo) 7 eke 
. - A cause de légalité 


croitdeoa 
Cids= a dt, 


s va conslamment en croissant. L’égalité 
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montre que y va sans cesse en décroissant; nous avons déja re- 

marqué que y part de yy pour arriver a zéro; il en résulte que yy 

est positif et que la valeur absolue de y décroit constamment. 
Pour voir comment varie z, reportons-nous a l’égalité (20) qui 


dx : 
donne la valeur de —- Puisque la valeur absolue de » va sans 
- Ris. 


lt 


; “ . 2 dx 
cesse en décroissant, il en est de méme de oo Pour ¢ =o, la va- 
: a 


] de he st positive t we étant nul ae est égal 
eur de — est positive; pour t= —»> y >nul, —e 
dt I aly ies s ee 5° 
‘ ; ein dx et eae 
a= 3¢). Done st lon aes <0, 77 @st constamment positive ; si 
a 


Ly mt s ce 
Von a es >> 0, a décroit constamment depuis une valeur positive 


jusqu’a une valeur négative et change une fois de signe dans | in- 
if 
Os 


tervalle (0, =). En faisant varier ¢ au dehors de cet intervalle, 


on a des ares de courbes se déduisant du précédent par symétrie 
par rapport a Oy et par rapport a des centres situés sur Ow ayant 
DOW abscesses Si 2 1 lanes ees 


Fig. 32. Fig. 33. Fig. 


YA 
$+ oF 
eat a 2 
ta) ay 
in 
a 7 
a 
re: 1 
co 4 


Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en 
supposant successivement que @, est négatif, nul ou positif. 

Ces trois cas conduisent aux formes des figures 32, 33 et 34. 
Dans la figure 16 (1), p. 203, on a représenté seulement un are tel 
que Pare aba, de la figure 32. Dans ces nouvelles figures nous 
supposons axe Oy horizontal. 


suc 
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Il. — PRISME DROIT CHARGE DEBOUT. 


187. Enoncé de la question. — Une verge élastique, droite dans 
son état naturel, est encastrée verticalement a lune de ses extré- 
mités My. L’autre extrémité M, supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge élastique dans la position d’équilibre. 

Ce probléme est un cas particulier du précédent. Dans le cas 
actuel, il n’y a pas de couple appliqué en M, : le moment fléchissant 


: B : 3 2 - : 
en ce point, — est done nul, o est infini; le point M, est un point 


7) 

i) 
@inflexion. Au méme point M, la force élastique est directement 
opposée au poids P: elle est donc verticale et dirigée de bas en 

PI I cS) 
haut. En Mo, d’aprés la fagon dont la uge est supposée encastrée, 
la tangente est verticale, et par suite paralléle a la force élastique. 
D’aprés ce que nous avons yu n® 185, le point My est un sommet 
telique a.(fig..32,-33, 34); 
On pourra done prendre les valeurs suivantes du paramétre ¢ : 


E05 pour le point Mo, 


ow : 
t=(2n+1)—, pour le point M,, 
2U 


n désignant un nombre entier et positif. Soit 7 la longueur de 


j : a : 
Pare M,M,; puisque ds = c dt, on devra avoir 


£  an+t wh 


(3) aon C mie 


Ecrivons maintenant que la force élasuque est égale et direc- 
tement opposée au poids P et rappelons-nous quen mettant le 


probléme en équation, nous avons posé (n° 130) 
I OO a 


Gere 


Nous trouvons comme nouvelle condition 


2BC 
(2) : =i; 


car T, qui est constant tout le long de la fibre moyenne du prisme, 


est ict égal a P. 
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188. Nombre de solutions. — Entre les deux égalités (1) et (2) 


éliminons a et remplagons C par sa valeur 


uf 
G =.2, / (€2— €1) (€2— @3)5 


nous trouvons la condition 


LS ea = 
(3) Pls (ane ih (2) (és 27) Ces 63) 


qui ne dépend plus que des éléments ellipuques et des données 

numériques qui définissent l’expérience. La discussion de cette 

égalité nous conduira au nombre des solutions du probleme. 
Cette égalité peut s’écrire 


LPP RA pe a Rte 
(4) poe = () Ces 64) Les 3); 


Bn =) ~a2 Lt 


Or, nous avons vu (n° 150) que Pona 


wlA 


d¢ 


a eS 
1— Ki? sinto 


k’, étant une quantité réelle comprise entre o et 1, eto ayant pour 
valeur 


P= y/ (ep 18;) Ces ey), 


comme on le voit en muluipliant membre a menibre les expressions 


de e,—e, el eg —e; du n° 150. Le deuxiéme membre de léqua- 


tion (4) est done le carré de Pexpression 


T 
x 
f = 
eh V1 — k'? sin?© 


t 


qui est supérieure a 1, car elle croit constamment de 1 a 


croit de o 41. D’aprés cela, ’équation de condition (4) 
> 


donne pour A? une seule valeur comprise entre o et 1 si ona 


2 


quand /' 


4P 0 
B(2n +1)? x2 


>it 


ou bien 


21 P : d : 
Bo 2” a 
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GQ: Bl P : 
Si done *44/7 est compris entre (2¥-+1) et (2v+3), en 


faisant successivement 


on aura y équations en 4? admettant chacune une racine comprise 
entre o el 1 et. par suite, il y aura vy positions d’équilibre. Si 
Yona 


at fP - 
== SE Ale 

215 B : 

il n’existe plus de valeur de k? comprise entre o et 1; il n’y a plus 
de forme d’équilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 


prisme droit chargé debout est en équilibre stable. 


Il. — CouRBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNIFORME. 
189. Enoncé et mise en équation. — Il s’agit de trouver la. 


figure @équilibre d’une verge Glastique qui dans son état naturel 
était de forme rectiligne ou circulaire et qui est soumise a Vaction 
de forces définies de la facon suivante : A chacune des extrémités 
de Vélastique agissent une force et un couple; en outre, sur 
chaque élément de Vare agit une pression normale a l’élément, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle a la 
longueur de élément. Pour se représenter ces données, on peut 
considérer une chaudiére cylindrique et la verge découpée dans la 
surface de cette chaudiére par deux plans perpendiculaires aux 


‘génératrices du cylindre et trés voisins l’un de lautre, Ce pro- 


bléme a été résolu par M. Maurice Levy. 

Soient Fy et My la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge a l’une de ses extrémités Ay. 51 l’on coupait l’élastique 
en lun de ses points A, il faudrait, pour maintenir l’équilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour définir avec précision la pression sur un élément 
@arc, comptons sur la courbe l’arc s a partir d’une origine fixe 
dans un sens déterminé et rapportons la courbe a deux axes rectan- 
gulaires Ox et Oy. Soient s, Parc qui correspond aun point A, 
de la courbe, ds, un élément d’arc compté a partir de ce point, 
a, Vangle que fait Ox avec la tangente en A,, cette tangente étant 
menée dans le sens ou l’arc ya en croissant. 


318 CHAPITRE 1X. 
La pression qui s’exerce sur l’élément ds, a pour intensité p ds, 
p désignant une constante : nous la regarderons comme positive 


lorsqu’elle s’exerce dans le sens a, +- es de sorte que ses projec- 


tions sur les deux axes sont 


ria ‘ ™ 
p as, cos (a+ = )s pds, sin (a+ =), 
2 


ou bien 


—pds,sing,, pds, cosa, 
/ 


ou bien 
—pdy,, pdx. 


Exprimons que les forces agissant sur élément A, A se font 
équilibre. 

Nous écrirons d’abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en désignant 


par X, Y les projections de IF, par X,, Yo celles de Fo, 
X + Xo— [pan=o, 


Y+ Yo+ frp Ax, = 0. 


Ces égalités peuvent s’écrire 


Y =—p(x—a), 


en désignant par x, y les coordonnées du point A et par a et b 
des constantes. Elles expriment que la perpendiculaire menée en A 
a la direction de la force va passer par un point O' de coordonnées 
a et b, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomme centre des forces élastiques. . 

Nous prendrons ce point O' comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parallélement 4 eux-mémes. Alors les projections 
de F deviennent 

X=py, .Y=—pz, 


et son moment par rapport au point O' est 
xY — yX =— p(x?+ y?) =— pr?; 


on a ainsi Vintensité et le sens de la force F. 
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Nous allons écrire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point O! est nulle. D’aprés la théorie de Pélasticité, le 
moment M du couple qu’il faut joindre a la force F pour avoir 
Paction exercée en A sur l’arc Ay A est donné par la formule 


(2) M=m(=—2), 


t 


m désignant un facteur constant et positif, o le rayon de courbure 


ds 


da 
le rayon de courbure au point A dans la position naturelle. 


en A dans la position d’équilibre considérée, c’est-a-dire —, et 0 
D’autre part, le moment de la pression s’exercant sur l’élé- 
ment ds,, ayant pour coordonnées x, 74, est 


+2 
dr? 


P(%daj-+-yidy:) =p > 


2, 


les moments de la force et du couple correspondant au point Ay 
sont des constantes. On a donc, en écrivant que la somme des 
moments des forces appliquées a l’are Ay A est nulle, 


r? 
I 1 \ : 
m(-— —) —pr-+ E ar? = const. 
? Po 2,2 


‘ 0 


ou, en modifiant la valeur de la constante, 


(3) m(S— 2) = prit 


AM eee ; mn 
L’égalité résolue par rapport a = est de la forme 


y 


I 
—= 4Ar2-+ 4B, 
2 


Pp 
8m 


que A est positif; B peut avoir un signe quelconque; les coefficients 


» de sorte 


A et B désignant des constantes. En particulier, A = 
ro) ) 


numériques ont été mis pour simplifier Pécriture dans les calculs 
suivants. 

Cette égalité peut étre considérée comme une équation diffé- 
rentielle définissant la courbe élastique. 
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19). Tapreau pe rorwuLes. (Courbe élastique sous pression normale 
conslante.) ; 


(4) 5 SGA GB, 
, dd 
d(r =) 
5) LGA ds 
& = 40 rar 
( =) 
ds 
(6) 2 Arts OB, 
da) 
(7) Pie = Art+2B?+ C, ds? = dr? + r? d?, 
1 /ar?\? 
8 By fe rer mad. ar pal noe (ANE 
(8) 7 (Ze) ! (Ar*+ 2Br?2-+- C)?, 
(9) d6 Art+2Br?+C 
(20) nS epee 
2 pu—pe 
(11) p e—asp'e =2[pu—pel[p(u+v)— pe], 


be 3 0 =e [Peel | pera) pr 


(12) Z= (s?— 3pe)?— 2(p’» — 22 p'r) =[pu—p(us v))?, 


(13 o(p'e—as ple) =r’, 
Bo B2— AC 
(14) pas ae P OSes De Sees 


On supposeran<v<w, Dip) Savery, Dr Cr<e0. ple > 0; 


(19) 47 CAR a Bree IG A= a alts r= (F)> 


| ae 
(16) Ue ee 
2p'e 
(17) Art-+2Be+CG=([pu—pe]+[p(u+er)—ppe], 
(18) Py pata das SAN Pela EL 
du pu—pe plu+e)—pe 
(19) ea yep 8 C(u+v) —C(u—e) t 
du ; pen 
+C(wu+20)— Cu ~—2%p, 
(21) i oe ates 
» 


afl ne) ve (Sa) 0. 
(23) - = s[s( + it) +2(¢ —it)| “ |c(= +it) se “(= — it) | 26. 
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AQ. Intégration par les fonctions elliptiques. — Nous allons 
d@abord établir une formule donnant le rayon de courbure d’une 
courbe définie en coordonnées polaires. 

On a en désignant par « langle de la tangente avec Ox : 


rPdi= «xdy —ydz, 


foe anes Vy COs4 
ds - : 
& (QZ) =(woose ey sinay SE = («SZ +yZ)t a SAS oral 
ds ds ds meds ds ] 9 ds Q 


Wot la formule annoncée 
oe 


D’aprés cette formule, léquation différentielle de la courhe 
peut s’écrire ? 


(6) 


En intégrant et en désignant par C une nouvelle constante, 


& dd 


— =Art+2Br?2+C. 
ds 


(7) Ad 
En éleyant au carré les deux membres de cette égalité (7) ct 
en nous servant de la formule 
 dst= adr? +r? dl?, 


: 


nous pourrons éliminer d/. Nous trouverons ainsi l’équation 


tr? 2 
(8) oe = 2 (Arh+ oBR+ CC) 
qui définit 7? comme fonction elliptique de Dare s. L’angle 4 est 
ensuite déterminé par la formule 
OD) aT 2 Br2-+ C 


One eS pee 


ds 7? 


On définit ainsi les coordonnées polaires » ct § d’un point de la 
courbe en fonction de la variable s. Le calcul effectif est dad a 
Hatphen. 


APPELL ET LACOUR. 21 


“= 4; 
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192. Inversion. — On a vu, en étudiant Vinversion (n° 169), 
que st Pon pose 
é t pu—p'e ; 
ue <3 pes pe 
ona} 


| p’e —asp'e=2/pu—pel[plu+v)—pel, 


ie ‘ q B—3pv=(pu pe) [| p(wet e) pe], 


de sorte que 


(12) Z =(s?*—3 pep afp'e —25 p'o) =[pu— plies &)/, 
ct par suite s et VZ s'expriment en fonctions uniformes Ge lu. 
Si Pon pose 
(13) a(p’e—asp'y) = 7, 
le polynome Z se raméne a la forme 
(A'r++- 2 B’r?+ C’)?— r?, 


et pour identifier ce polynome en 1? avec celui qui donne 


1 (dr? 


sare (Fe). (éq. 8), il suffit de poser 


Le cateul noffre aucune difficulté et Von trouve 


I pe ; pe 9 
A = ——— ; B=— — 3 Ort tae —3pe,; 
1O pre dpe 2»~p e 
, x t v 
ou, en résolvant par rapporta pr, pr, pe, 
Mo : I 7 B B2—.AC 
(14) p?ee=—,> pe=——> I py = ——: 


160A 


S51, dans les relations qui existent entre pe, pe’, pv; on rem- 
place ces quantités par leurs valeurs tirées de (14), on aura 2» et 23. 
Nous supposerons les données choisies de facon que le discrimi- 
nant sout posittf; les valeurs de pv et de p'v sont réelles puisque A 
est posiuf et l'on peut arbitrairement choisir le signe de pe.Nous 
examinerons seulement le cas ot ¢ satisfait A la condition 


OFC <a 
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de sorte que l’on a 
Do Sir pe<o, p’= 0. 
Les éléments elliptiques étant ainsi fixés, on a, en tenant compte 
des égalités (12), (13) et (10), 
(15) r— (Ars 3Br?4-C)?=— [pu— plu +0) Pe 


Il en résulte 


fe-(Arto Bre. cp=—(F)- 


du 


dr* 
ds 


férentielle de la courbe (éq. 8) : le second membre, d’aprés la 


- ¢ : ; di 2 
relation (13), est égal a — (sz) ~—; on a done 


. " ; ay ree eee : ay 
Mais le premie membre est égal a i ( ) daprés Péquation dif- 


idu ] 16p'2¢ 
l. 

(16) A Mee tants 
2p'e 


Cette égalité montre comment est liée al’arc s Ia variable w que 
nous allons garder comme variable indépendante. 

Nous avons déja r? en fonction de @ au moyen des relations (13) 
et-(11); pour avoir @ il suffit de remplacer r? par sa valeur en 
fonction de wu dans le second membre de l’équation (g), ¢’est-a-dire 
dans — 

Art+9Br24.C 
——__ —. 
> 


On a d’abord, en tenant compte des relations (13) et (44), 


Art+ 2Br?+ G4 = 22—3 pe; 


puis, en se servant de la seconde des relations (11), 


4 


(Gey) Art+2Br+CG=(pu—pe)+[p(u+e) — pe}. 


fl est facile maintenant d’obtenir en fonction de u l’expression 


A) ‘ 
de Ta? on trouve successivement 
a 


at ao _ (pu—pe)+[plu+)— pel 
“pe du “(pu—pe)[p(u+ey—pe] ” 
KGL oa Me pe 

oy L eld | peape plu e)— pe. 


324 CHAPITRE IX. 


ou, d’aprés la formule (64) du n° 44, 


(19) Bees =C(u+e)—C(u—v)— 209 +C(u+ 20)— Cu—a20e 


Nous avons ainsi 72 et § en fonction de uw. Réunissons ici les 
deux équations correspondantes, en appelant E une constante : 


“ p= 4(pu—pe)[p(u+e)—pel], 


OUS =p) 4 
Ce | e2/(8- 6.) — BK erute Tuc(u v ) ; FS t Zs : 
f o(u+ev) S(uU+ 2°) A) Se 
193. Nature des arguments. — Puisque v est compris entre o 


et w, expression (16) de du en fonction de ds montre que u est 
certainement imaginaire. D’autre part, pour que r? soit réel, il 
faut que les deux facteurs dont le produit donne 7? soient ou tous 
deux réels ou imaginaires conjugués; voyons ‘s’ils peuvent étre 
réels. Si une valeur imaginaire de wrend pu réelle, etsidu est ima- 
ginaire, u est, a des périodes prés, de la forme tz ou w + 12, x élant 
une valeur réelle; mais les valeurs de cette forme ne rendent pas 
réelle p(uw+-¢); elles sont done a rejeter. Il reste a exprimer que 
pu et p(u+e) sont imaginaires conjuguées. Soit u=a-+ bi. 
D’aprés la formule d’addition donnée (n° 45) pour la fonction pu, 
les deux valeurs p(a-+ bi) et p(a — b¢) sont imaginaires conju- 
guées : il faut done que l’on ait 


uv =t(a— bi)+amw+2n0', 


m et n désignant des nombres entiers, et en égalant les parties 
réelles dans les deux membres 


at+ppzta+2mo. 


On ne peut pas prendre le signe ++ puisque ¢ n’est pas un multiple 
de 20; il faut done que l’on ait 


: 2a+7=2mMw, 
ce qui donne 


Vv 
a= ou aH=— —- + Ww. 
BD 
Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 


; ” : 
(Orit) ie Prensa 
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¢ étant une variable réelle; de sorte que l’on aura 


du =—idt, 


et comme on a trouvé (éq. 16) 


on a aussi 


dt oe 


ds; 


2p'r 


p’v étant négative, dt a le méme signe que ds. 


194. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier ¢. — La 
premiére ces formules (20) montre que 7? ne change pas quand 


: 20)" dé 
on change wen w-++ 2w! ou bien ¢ en ¢ + —- D?autre es 7a est 
x U 
S 


une fonction rationnelle de 7?; il en est de méme pour 4 


- len 
résulte que, pour une valeur donnée de dé, la valeur ce df ne 
hange pi don change ¢en ¢-+ 2% et, par suit P 
change pas quand on change ¢ en ¢-+ — et, par suite, que l’ac- 
croissement = z est le méme quand on fait varier ¢ de 0 A ¢, ou 


' 
2'@di = 4 ” 
bien de22% a2” Da te OL donc-ona Sane branche de courbe 


et sion la fait tourner a’ ull 


Mico: en Nees varier tdeoa- 


angle égal a langle des rayons exirémes on aura la branche de la 


20! , a Ae 


courbe décrite quand ¢ varie de — 
2 ; 5 : ; , 20)’ ; 
D’aprés cela, il suffit de faire varier ¢deoa —-}; mais on peut 
. ° . 0 . 4 
restreindre cet intervalle. En faisant uv =— — it dans l’ex- 


pression de r?, on trouve 


(22) = =[p($+%) -pe| [p($—«) —re], 
4 2. 


et eee vérifie aisément nue r? prend les mémes valeurs pour 
i= Se et pour aes 


rane part, pour un méme accroissement dh, ices accrolsse- 
ments dt, et dt, sont de signes contraires; les accroissements 
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correspondants d4, et df, sont égaux et de signes contraires, 
: do ? . Pe are s : 
puisque = ne dépend de ¢ que par Vintermédiaire de 72. Donec 
a 


Uy ¢ 
. . Wo) 5 (&) 
les accroissements que prend 0, quand on fait varier £ de— a aE, fae 
‘4 ! 
puis de +a — h, sont égaux et de signes contraires. La courbe 
U L 
f: 
. . bs igo) . 
est symétrique par rapport au rayon qui correspond Le 7 et il 


A . . + 16) 
suffit de faire varier ¢ deo a Fe: 


195. Variation de 7?. — En tenant compte de la relation (13) 
entre r? et 3, ona 


dr? dz d fi pu—p'e 
a Wun OVATE a a bre ey | ae 
co) peat alee pe ( ) 


mae l =—fp'e- 
du ; du\2 pu—pe 
ou bien . 
dr? : 
——— = DPI Din + 7)—pu 
a = 4p'o[p(u +e) — pul, 
P ’ : 
el, comme on a pose UW =— acta Ei, 


dr? Ris v “ ° , 
oP = A't1p o[p(S +i) —p(S—a : 


Cherchons les valeurs de ¢ qui annulent le second membre. Pour 
Pune de ces valeurs, on doit avoir, a des périodes prés, 


e 5 ’ e) " 
Sites: (2 ir), 
2. 2 


Le signe — est & rejeter, puisque ¢ n’est pas un multiple des 
périodes, et par suite 


2le=2mMH+2nw’, 


met n désignant des nombres entiers. Comme é¢ est purement 
imaginaire, 
l= Nov: 
. w’ : 
les seules valeurs de ¢ appartenant a Vintervalle (0, =) qui an- 
U 


r? 


dt 
Pour reconnaitre celle de ces valeurs qui correspond a un maxi- 


nulent sont donc les valeurs extrémes. 


, 
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mum, prenons la dérivée seconde 


Dee f ; 
8p'ep’ -;ilest négauf 


2 


Pour t =o, le second membre se réduit a 


COrZ 3 v 
puisque v et A etant compris entre 0 et w, p vy et p - sont toutes 
2 2. 


les deux négatives; c’est donc ¢= 0 qui correspond au maximum. 


rata me bn . Ryo at has 
+? décroit constamment quand ¢ varie de o a — | Nous désignerons 
L 


O) 


parry et rj les valeurs de 7? qui correspondent a = 0 eta t= —- 


Dans la formule 


196. Variation de langle polaire. 


do 


teres Ar'+2Br+C, 


remplacgons ds par — 2 p'e dt; elle devient 


pas aa(e5) —Aré + 2Br+C; 


le rinome Art 2Br?+ Ca ses racines réelles, puisque, d’aprés. 
Pune des relations (14), B? | 


AC est du signe de pe et que pe, supé- 
rieur ae,, est positive. Voyons d’abord combien ce tinome a de: 
racines comprises en ry et ry. 


ve Bes ele eee ° ‘ 5 
- Légalité (17), ot Pon remplace w par — = +11, devient 


2 v : Vv : 
Ant a2B4G=p(2 +i) t r(¢ it) Ae. 
2 2 
F wo! 
Ien y faisant successivement ¢= 0, puis t = >) on trouye 
x ae Rye y 
ro+ 2Brg¢+O—2(p>— pe), 


Aris 2Br?+C =2[p (: +0) — pe]. 


Ae © re - E 5 
La différence P> — py est positive, puisque pu décroit, quand 
E : “(Pe ° , Pita fia 
uw croit de o & w; la différence p 5+’) — pe est négative, 


\ 
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. Vv 
pursque Pp 6 


erande que e,. Done rj et r{ comprennent une seule racine du 


22 o) est Comprise entre é@, el @; el que pe est plus 


trinome. 
lf 
6 2 


° ) F A , ey 
Quand ¢ varie de o a ~, r? décroit constamment de rj a rj, 
L 
a0 5 a ade a oe 
* change une seule fois de signe. Comme est positif, et pé¢ 
négative, on voit que lona 


: dA) db 
(a),> (5), <2 


en désignant par ee et a les valeurs deS = Y qui correspondent 
aii dt), 


t 
i) 


ai oelat= =- ‘ 


: 

197. Angle des rayons allant 4 deux sommets consécutifs. — Il 
nous sera utile, pour étudier la forme de la courbe, de connaitre 
Pangle des rayons correspondant aux valeurs extrémes de linter- 

8 A I 
o! . . 
valle (0, re dans lequel nous faisons varier ¢t; cet angle est la 


r 


20 
moitié de l’accroissement que prend ) quand t varie deoa 5 . 


Nous allons faire le calcul en supposant que é varie de fy a Ly ; 
Dans la formule (19), gui donne ge faisOns a= ae 
See NE ee yea” 
el du =—idt; nous obtenons, en tenant compte de ce que Gu 


est une fonction impaire, 


do 4 ) 30 
{23 oD Nee rg s[s(G+i)+¢ (2-1) ]+2[c (+ w) + ¢ (Sie) | ate. 


aay 


Faisons maintenant varier ¢ de ¢) a to - —- et désignons par 24 


DPaccroissement de 4; nous aurons 
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Le second membre se simplifie beaucoup, si-l’on se sert d’une 


formule a laquelle nous serons conduits en cherchant a évaluer 
une intégrale de la forme 


ian 
a étant une quanuté réelle telle que Von ait 


. OCI ®, 
s 


La fonction sous le signe somme est la dérivée de 


I ; 
7 Logo(a+ is 


Vintégrale définie est 

I F(a + lly + 2W’) 
— 5 ————————— 
t °° 0 (a+ ito) 


D’aprés la relation (22) du n° 24, ona 


- / 
She ty 28) Le inter ic) 
F(a + Ul) 

el, par suite, 


Lee (a+ tty + 20’) 


= =o97' (a+ tip tw')+(2en+1)iz 
D o(a-+ thy) n( 0 ) ( ) ? 


nr étant un nombre entier qui n’est pas déterminé par le calcul 
précédent. On en conclut 


2! 
to+ as 


: 271 one 
C20) C(a+iut)dt= Lat (an-+1)n+ —1(ity+ w'), 


to 


P Ass, : ; Ww 
Dans cette égalité, changeons 7 en — 1 en remarquant que = est 


réel et qu il en est de méme de a Waprés la relation d’homogé- 


néité (52) (n° 86); il vient alors 


z ed 7! 
(26) aE ' C(a—it)dt= “ha +(2n-+i)n— =F (ity +o); 
t 


puis ajoutons membre a membre les égalités (25) et (26), et nous 
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obtenons la formule qu il s’agissait détablir : 


fee 2%)’ 
" i 


(27) -f [f(a + it) + f(a —it)]dt= hat (on+1)x, 
t 


Mais il reste a4 déterminer le nombre entier nr. Cette détermina- 
tion est facile quand a=wo. En effet, la fonction sous le signe 
somme est Ggale a 

© 


! 
a 
Bard skeSae ea: 
pa—pit 
pour a =), elle se réduit 4 2Gw, c’est-a-dire a 27,3; Végalité pré- 
cédente devient 


3) 
= (Ho’— wy!) = (20 +14)z, 


et l'on en conclut n =o. Mais quand a varie d’une maniére con- 
linue entre 0 el 2, le second membre de l’égalité (27) varie d’une 
maniére continue, etn ne peut changer. Done n =o pour toute 
valeur de @ comprise entre o et 2, et par suite, ona 


\ 27 
(28) ie f LS Cael) al Ct te) aE a ate, 
ae 
| Oa 2a, 
En appliquant la formule précédente a chacune des deux inté- 
grales qui figurent dans Vexpression de 4, nous trouverons enfin 


2 
Vea Bore — OTs.) 


Cette égalité va nous permettre de trouver le signe de v. 
Remarquons que, pour ¢ =, ¥ est nul a cause de la relation 


tz 


jw! — wr’ = —}; puis cherchons comment varie 4 quand ¢ croit 


deoaw. Ona 


dy 2 t a: & 
Zo 7 6e Pe); 


cette dérivée décroit constamment quand ¢ croit de 0 4; pour 
v =: w, elle est égale a 


= (e160! + mors 


< 
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Or nous avons trouve ( n° 101) 
5 27? » a —it ae 
ey Li = eat A ey qo=e a) 
® (ie Jo) 
Cash ae neo, 
et Von voit que Pona é 
{ J ¥ ~ 
+(e, 0'+ 9') > 0. 
l 
dv ee : ; 
Done = est posilive pour yw et, comme c’est unc fonction 
Vv 


déeroissante dans Vintervalle (0, w), elle est constamment positive 
dans cet interyalle. Il en résulte que) croit quand ¢ croit de od, 


et comme ¥ s’annule pour ¢ =o, ona 


v<o quand OO = W, 
; eer 
Si nous comparons maintenant le signe de 4 et celui de aie 
: Ne ( i 
nous yoyons que, quand ¢ croit de o a —, Tangle 4 commence par 
* L 


croitre, mais que sa variation totale est négative. Nous avons 


; do : 
trouvé d’autre part que a s'annule en changeant de signe pour 


, 
. W . 
une valeur et une seule de lintervalle (0, >) : soit ¢’ cette valeur; 
u 


la discussion peut se résumer ainsi : 
é croissant de o a ¢’, 4 va constamment en croissant; pour ¢ = t 


’ 


m . a DD 
le rayon vecteur est tangent A la courbe; ¢ croissant de t’ a —, 
3 8 ’ ; 


Vangle § décroit plus quil ne s’était accru quand ¢ variait deo al’. 


198. Signe du rayon de courbure. — On a trouyé en commen- 
cant (éq. 4) Végalité 


le second membre est égal 4 deux fois la dérivée prise par rapport 
ir? du trinome Ar'+2Br?+4-C, et d’autre part il résulte des 
calculs faits pour inversion [formules (13), (17) et (11) |] que Von 
a en méme temps 
r2= 2(p"» — 23 p'e) 
(RP 
Ar'+2Bre+G= 32—3pe, 
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Dérivons par rapport a r? les deux membres de la derniére égalité 


dz —Z 
Ar+B=sz—— = ——— + 
AP2, Seep? 
On en déduit, en remplagant s par sa valeur (10) en fonction 
de.u, 
“i I pu—p'e 
Cae ae pu—pe a 
/ 
Ww 
Voyons comment yarie le signe de - ~ quand t varie -deoa et 


r? va sans cesse en décroissant; Ar? +- B ne peut s ‘annuler au plus 


quwune fois; il nous suffira done d’ayoir les signes des valeurs de> 


if 
12) 
pour ¢=o0 et pour ¢= —; nous désignerons ces valeurs par — 


a) 


{ 
€t —; pour f= o0, 
1 


a! 


= CK 
2 1 O, : 2p'e 
= p z= + w —— Thee 


Les valeurs de ~ et de 55 peuvent se simplifier si lon se sert de 
0 
‘ 
Ja relation 
piu, put pom 


p' uy pu;— p2my : 
que Pon déduit de la formule d’addition (n° 62) 


plu py | pias p (uu) 


) 
pu— pum pu -—- p(u+ mM) 


‘en y faisant tendre u vers u,. A Vaide de cette relation, on obtient 


(29) 

— li yf Ne \. 

P1 a ' 4 ' p(E+e'): 
Dyp op'(S +o) 


nt 
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r a . v - . ro) hve 
¢ étant compris entre 0 etw, p’v et p ~ sont négatiyes, p’ — positive 
~ 2, Oo v Ge 2 
donc ona deja 


eo 


5) v , eae J ; ° rs 
D’autre part, p’ € + wo!) élant positive, — est de signe contraire & 
: C1 


(2) \ 


p” ie te e) 
B) 


\ 


1 aes 5 5 v ’ 
Cette quantité peut s’obtenir en substituant p (: —- w') dans le 


- polynome du second degré en pu 
12p2u— £2, 
et l’on trouve aisément que l’on aura 


" 2 1 
p (< +) <0) 


si y satisfait a l’inégalité 


9 2) ! I 82 
(30) rE +o) 24/2. 


Mais on peut poser 


, sy: > . o) . z s 
a étant une quantité réelle comprise entre o et— (voir p. 107, n° 1); 
Pinégalité (30) peut alors s’écrire 2 


p cE + 0!) > plato’), 


et comme p(u+o’) croit constamment quand wu croit deo aw, 
elle peut étre remplacée par la condition 


v = yy 
2° : 
Il faut donc, quand on étudie le signe de lacourbure, distinguer 


les deux cas suivants, en remarquant que aw’ désigne 
Vabscisse du point le plus haut de Vovale dans la cubique 
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PS pls =p e- 


Orme Pe? eh 


IRAP aw 


—>o. 


I se produit une inflexion de. la figure d’équilibre quand 9 passe 
en décroissant par la valeur 24 et il est facile de voir que Pane 
f 
: : ‘ : %») a ul A 
flexion se produit au poimt donné par ¢= oe En effet, la valeur 
correspondante de u est 


v . F 
—-=—w=—a—w, 
2 


et la valeur correspondante de la fonction p, savoir 


p(a+w’), 


~ 


est, d’aprés la définition méme de a, racine de p'u, de sorte 


I Be ces yew 
que — est égal a zéro, dans le cas particuher ¢ = 2a, 
Pt : 
199. Forme de la courbe. — Nous avons supposé que ¢ salis- 


fait a la condition o << ¢ <w et, dans Pétude de la courbure, nous 


avons été conduits a distinguer deux cas suivant que lon a 


e<2a ou e > 2a. 


“ : ae OF : 
Dans les deux cas, é croissant deo a a Pare s va constamment 


en croissant, le rayon vecleur va Constamment en décroissant el. 
les rayons extrémes correspondent, le premier 4 un maximum et le 
second a un minimum; langle § commence par croitre jusqu’a une 
valeur ¢', pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puis décroit yusqu’a une valeur inférieure a la valeur initiale. 


: : da 
Pour ce qui regarde la courbure, si ¢ > 2a, la courbure a, est 


constamment positive, Pangle « correspond au sens dans lequel s 
eroit; cest précisément le sens dans lequel Varc de courbe est 


° 
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. . . 5 a! , oN 

déerit quand ¢ varie de oa ea le rayon de courbure est compté a 
. . Tk 
partir de la courbe dans le sens « + =o 


Si oe <2a, il y a une inflexion et, si ¢ differe peu de 2a, le 
point d’inflexion est dans le voisimage du sommet qui correspond 
Ny w! 
de hao 

U 

On a alors les deux formes de la courbe, représentées par les 

figures 35 et 36, dont la premiére correspond a »> 2a et la 


deuxiéme a¢< 2a. On a représenté par un trait plus fort l’arc 
Uy 
oe ; ao) ; : 
décrit quand ¢ varie deo a > on a marqué par une grande fléche 


le sens de la pression normale, et l’on a tracé aux points a et 6 des 
fléches dont le sens indique la direction de la réaction exercée par 
la verge. Ce sens est opposé a celui de la force extérieure quil 
faudrait appliquer pour maintenir l’équilibre (Marenen, Traité 
des fonctions elliptiques et de leurs apolications, t. ll, p. 220). 


Fig. 35. - Riss 36° 


a 


Sens de la pression normale. — En mettant le probléme en 
équation, nous avons supposé la pression comptée dans le sens 


Tk ~ 7. Md , . . 
4. Aart elle est donc du cété de la convexité dans le voisinage du 


rayon maximum et, s‘il y a inflexion, du coté de la coneavité dans 
le voisinage du rayon minimum. 


IV. 


SURFACES HOMOFOCALES, COORDONNEES ELL!PTIQUES. 


200. Surfaces homofocales a un ellipsoide et passant par un 
point donné. — Etant donnés trois axes rectangulaires Ox, Oy, 


r 
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Oz, on appelle surfaces homofocales a un ellipsoide 


les surfaces représentées par Péquation 


Oi y 2 Br e 


———— 4+ = 
a—s b—s  ci—s 


dans laquelle s désigne un paramétre variable. 

Si l’on considére celles de ces surfaces qui passent par un point 
donné P (2, yo, 39); on a, pour déterminer les valeurs correspon- 
dantes du paramétre s, ’équation 


-Les racines de cette équation se séparent aisément en substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a2, b?, c? 
et des nombres trés grands en valeur absolue. Les signes ‘des 
résultats de la substitution et les places des racines sont indiqués 
par le Tableau suivant, dans lequel ¢ désigne un nombre positif et 
trés peut : 


—oa i-a 


Racines... mn u. y) 


Il y a done trois surfaces homofocales a Vellipsoide et passant 
par le point P. La racine } donne un ellipsoide réel, la racine v. 
un hyperboloide 4 une nappe, la racine y un hyperboloide a deux 
nappes. 

Les trois surfaces homofocales a Vellipsoide qui passent par un 
point donné se coupent orthogonalement en ce point. 

Soit P(w, y, s) le point donné; les normales aux deux sur- 
faces h et » qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proporuonnels a 


. Saat, 
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La condition pour que ces normales soient perpendiculaires est 


—— 


x? Ue B 
(@—I)(@—p) (1) (Pp) (=p) 


Or, en retranchant membre 4 membre les deux égalités 


a y? Vag 


Bucher baat 


Cis a B2 
a— pu ee 6? — vp. 


—1I=0, 


et en supprimant le facteur 4 — vu, on trouve précisément la con- 
dition quwil s’agissait de vérifier. Done les deux surfaces i et » 
se coupent orthogonalement au point P. On peut répéter le méme 
raisonnement pour les surfaces ) et v, ou v et y. 


La proposition est donc démontrée. 


201. Coordonnées elliptiques. — On peut déterminer un point P 
de l'espace en se donnant les valeurs}, », v des.paramétres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Vellipsoide donné et qui 
passent par ce point; A, uw, vy se nomment les coordonnées ellip- 
tiques du point P. Nous avons déja vu comment s’obtient léqua- 
BV quand 2, vy, 2 sont donnés. Calculons 
maintenant 2, Y, = en Supposant ry Uy Y donnés. 


Dans Videntité 


tion qui donne 4, 


a Pt HDS BG) 
Ge Gi btn aE Sena) (02 as ets a 


chascons les dénominateurs et faisons tendre s successivement 
vers a”, 67, c? : nous trouverons 


2 


ee (a2— h)(a2— p) (a?— vy) 


(@= 6?) (a?— ¢2) 
EY eas (6? — a2) (62 — c?) ? 
Ge? =) (c2— 1) (Cc? — y) 


) 


2— 


= 


202. Longueur d’un arc infiniment petit. — Prenons les dérivées 


APPELL ET LACOUR. : 22 
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Jogarithmiques des deux formules ci-dessus 


da Ds ab dis F on 

a h—a za | Ceara 
¢ dy a dh : dy. ofr: dy 
1 ee : eae 
piae 3 ah dp. dy 
Zo ee pt me ot T jaa 


ce! portons les valeurs de dx, dy, dz ainsi obtenues dans la formule 


ds? = dx? + dy? + ds?; 


en tenant compte de Vorthogonalité des surfaces 2, u, ¥, nous 
obtiendrons V’expression de ds? en coordonnées elliptiques 


ds? = L? dd? + M2 dy2+ N? ay?, 
12 exemple, étant défini > Végalité 
2, par exemple, étant définie par l’égalité 


ee a? Bie e: Zz ; 
; (a? RR TBE A ees heat 


La valeur de 4 L? s’obtient en prenant les dérivées par rapport 
) s des deux membres de Videntité 


x? ye 3? (s—A)(s—p)(s—Y) 
— —-1lS eee 
@—s b—s c—s (a?—s)( 62—s)(c?—s) 


et en faisant ensuite s = 4; on trouve ainsi 


PAs (A— pp) (A—¥) 
baleen: PW 9g SEI TV ERC, 6 
On a done la formule 
Pts (A= p)(A—y) 
A ds? = EPO ENT Ie hae 
si (u—dA)(u—y) x (v—A)(v—p) eu 


203. Les coordonnées i, 4, vy remplacées par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonnées cartésiennes s’expriment par des fonctions 
uniformes de ces arguments. 


Les valeurs dew, y, s en fonc- 
lion de A, yu, v contiennent des quantités irrationnelles par rapport 


eat dell 
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ah, u, ¥3 ce sont les valeurs que prennent les radicaux 


Varats: Jbi—s, Ve—s, 


quand on y remplace s par A, » ou y. Mais nous sayons que, si lon 
considére une fonction pu et les quantités e,, e2, @; correspon- 
dantes, chacun des radicaux 


Vpu—ey, pus e2,- (pu —e; 


peut étre remplacé par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 


conduits a faire le changement de variable 


—s=Apv+B, 
ce qui denne 
a*—s =A(pv—e,), 
b?— 5 = A(pv — ea), 


c?—s = A(pv—e;), 


en posant . : 
a+B=—Ae, 
624-B=— Aes, 
c?3-B=— Ae; 


en ajoutant membre a membre ces derniéres égalités, on trouve 


Pégalité suivante qui détermine B: 


a+ 624 c2+3B=0; 


B étant connu, é;, 2, é€3 sont déterminés, a un facteur prés de pro- 
portionnalité A, et les valeurs des invariants g» ct gy en résultent. 
A reste indéterminé; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par p? pour que l’écriture soit simplifiée quand nous 
extrairons les racines. 

En définitive, les invariants de la fonction py résultent des 
égalités 


; a+ b+ ce f 
: ones yar te nC” 


ol 4, 2, 3 sont bien rangés par ordre de grandeurs décrois- 
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santes; si on pose , 
< ~a? + 62+ c? 
e2py= ——_,——-_ — 5, 
ona 
a—s = ¢2(p»— €,), 
62— 5s = 0? (pv — ep), 


i) 
c2—s = ¢2(pv— és3),. 


Remarquons aussitot que é€,, @2, @3 étant réels, nous sommes 
dans le cas du discriminant positif. 

Appelons u, v, des arguments tels que pu, ps, pw soient les 
valeurs de pu quand s égale i, », ¥; comme les signes de 


py—e1, pv—es, pyv—es; 
coincident respectivement avec les signes de 
a—s, b?—s, c?—s, 
on trouve aisément que les nombres 
Dillsa Cian) OnienC ramen ares 
sont rangés par ordre de grandeurs décroissantes. D’aprés cela, u 
et »» — wo! sont réels, ¢ — w est purement imaginaire. 


Ce sont ces arguments w, ¢, s» que nous voulons considérer a la 
place de A, p, v. 


9 


Transformons les formules qui donnent x?, y?, s? en intro- 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 


x*>  (pu—e,)(pe—e)(pw—e,) 


02 (€1 — €2) (€1— @3) 
e2 (€2— €;) (€2— e3 ) 3 


(pu—es) (pe — es) (pw ees). 
e* (@3— €1) (€3 — €2) 


On peut maintenant extraire les racines en se seryant.des for- 
mules du n° 48 (voir aussi p. 68, Ex. n° 3) : on trouve 


1 

# Ae O14UO1,P oO, V ‘x —5 qo s 

aes / ee + ——____—_——__ 5 =e (0) 

Qe cucvow ; 
i 

y Sol Go? To —= 4" w" 

— = Bt ———_—_ B=e a! =) : 

0 SUTVOW 

4 or u O30 310 —=7/ 0’ 

Ee SPLIT Os, C= cw", 


cSucvow 
w” = w +’, it Sy +7). 


= 
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Quand on change le signe de l’un des arguments w, ¢, «, les 
trois coordonnées x, y, z changent de signe, et le point P est rem- 
placé par son symétrique par rapport a l’origine. 

Les formules (vozr n° 48) 


G)(U+20))  - ou 
GCUzawy.) tee Oe a | é 
Fe 9) 
7, (uU + 20y) NTS 55 \ gn) Dy 
F(U + 20y) ou 
ot l’on suppose 
oO, =, W2=W+ 0, W3 = w’, 


. 


montrent que, quand on ajoute une période a l’un des arguments, 
on remplace le point P par son symétrique par rapport a l’un 
des axes. 


V. — APPLICATION A LA THEORIE DE LA CHALEUR. 


204. Les surfaces homofocales a un ellipsoide sont des surfaces 
isothermes. Chacun des arguments wv, ¢, 17 est un paramétre ther- 
mométrique. — Sil’on considére les points d’un espace en équi- 
libre de température, pour chaque point la température T est une 
fonction. des coordonnées de ce point et l'on démontre que cette 
fonction vérifie ’équation aux dérivées partielles 

oT o2'T oT 
— ees ts oy? i Oz = 0% 


AT 


On dit que les surfaces d’une famille sont des surfaces tso- 
thermes si la-température est la méme en tous les points de Pune 
de ces surfaces et ne dépend, par conséquent, que du paramétre 
qui détermine cette surface. 

Il est facile de trouver la condition pour qu’une famille de sur- 
faces représentées par l’équation 

a yy es reeks 
dans laquelle } désigne un paramétre variable, soit composée de 
surfaces isothermes. En effet, si cela a leu, la température T ne 


dépend des coordonnées x, y, = que par Vintermédiaire de 4. 
Calculons d’aprés cette remarque les dérivées de T pour les porter 
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QF 


942 
dans Péquation AT =o: 
ih he dT on 
Oe dn dx’ 
oT @T foh\? dT o*) 
ox? ~— dh? (55) dh Ox” 
PED WEISS ir an\?] a eh (oe 
as 7 | oa) oy 0% ay \ Oat " dy? © a 
Comme AT = 0, on doit avoir 
ca h_ 2 | Oh aT 
Ox? + oy? nae ie da} 
(1) OR\*_, (OR Oh Vi ed 
Gi (a) i = ah 


Ainsi la combinaison des dérivées de 2 qui est dans le premiet 
membre doit étre une fonction de X que nous appellerons 4 (i). 
Si cette condition est satisfaite, pour caleuler T ul suffira d’in- 


tégrer l’équation 
. BT 
dj2 
(2) ae, 1% vag vA) 
‘dy 


(G3 3 y? 
J —————— ~ 
) a= x b2—i c2—)} 
Nous poserons 
xu? y? zr 
Ci Wee | a ee ee eee 
at—s b2—s 2s 


SJ(s) = (@—s)(62?—s)(c?—s) 


, on oh\2 Oh 2 
Calculons d’abord (se) = (=) uss (5) 


En différentiant par rapport a & la relation ( 


en fonction de x, y, 5, on trouve 


(3) qui définit 4 


(4) [aot ee ARIE Tre ea ue a 
eS AI PUB Ey ROARS GC eM oe 


ou bien 
; On 22 
~P OT — ek 
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et de méme 


Pony OR 24 
i ras! be 
; a . 23 
Wels eee es 


On tire de la 
e Oh\2 /dr\2 ORY? 4 
G) en ee oe, 


Oe Ne. bse aay 2 : : 5; ‘ 
Pour avoir aa? différentions par rapport a x la relation (4) qui 


= Waa N 
définit 5,3 nous trouverons 


Ox 
Ozh 4a a) : (Id \2 2 
ae) — ees =. \ — i 
wee ont (a2—h)? dx iO) (=) Bt ane 
On 
ou, en remplacant 57 par sa valeur, 
een Se ak tek ORY? 2 
io gana: tat nw) 2.) 8 ae Sa 
el de méme 
fig OZX Sy? I BRT) GANGS 2 
—¥ OG oop BU YO) + BET = 
RewE $22) id ee Mee ee 
Oe RS MON (5) gue 


Si nous ajoutons membre 4 membre ces trois identités, les 
termes du milieu disparaissent et il vient 


Pa athe eR OPA OK RY 


et comme nous avons déja trouvé 


; dr\2 —/Oz_\2  [OA\? ; 
ae ie Se () Je-+% 
ona en définitive 


02) $3 0?) => 0?) 
Out. oy" 032 fet (9s) 
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le second membre est une fonction de ); les surfaces 
i = const. 
sont donc des surfaces isothermes. 
On peut alors déterminer une fonction de i 
u=V(A), 


de telle facon que Aw =o. Pour avoir cette fonction wu, que Lamé 
appelle le paramétre thermométrique, nous ayons a intégrer 


Péquation 
au 
DE ee I'(A) 
du 2f(r) 
dy 


En intégrant une premiére fois et en passant des logarithmes 


aux nombres, on trouve 


(8) ie 
TEN aD 
pie — 
en désignant le facteur constant du second membre par = pour 
2 


simplifier ’écriture dans ce qui suit. Remplacons f() par le pro- 


duit de facteurs linéaires correspondants et intégrons entre — 
et A, nous avons i 
eet a ‘ 
> Jw (a2 — 2) (B21) (2d) 


A est donc une fonction elliptique de w. Faisons comme au 
n° 203 le changement de variable et de notations 


a*— K = 9? (py — e), 
b> —h = 93(pv — eg), : 


ce? — = p2( po — €3)5 
la relation devient 


< dp ‘ 4 
wef ed TS OPO ere ae 
p. 2V(p—e1) (p—ea) (p — 3) J 


On voit qu’elle est satisfaite si lon pose 


Oe we 


ISS) 
aN 
Wr 
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X est done donné en fonction de u par légalité 


an a+ 62 c? 


) 


ek 
or pu. 


On fera correspondre de la méme maniére un des arguments ¢ 
et pe aux coordonnées pel v. 
Les surfaces représentées par les équations 


U= Uy, ~“V=%, v= Wo, 
dans lesquelles wo, %, o désignent des constantes, se coupent 
orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que wa une va- 


leur déterminée revient a fixer une valeur de i. 
On doit done avoir 


du ov ie du Ov fe du de 
OF 08 0Va0y, 0505. 4 


et deux relations analogues. 


Expression duds? en fonction des arguments u, 9, v. — 
‘Dans la formule trouvée au n° 202 


as G2 wars) f 
4 ds? = (a= Bet) =o RCC ake: 
(w—)(u—v) Or me 


+ @=WC— wen * @— je nlen 


introduisons les éléments elliptiques : elle deyient 


es = (pu —per)(pu—pw) du 


+ (pe — pu) (pe — pw) dve?+-(pw—pu) (pw — pe) ae?. 


205. Equation de la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments uw, ¢, «. — Dans l’équation 


faisons le changement de variables 
U->= O(2, ¥,2), 


PE (2, 58) 5), 
w= 71(2,Y, 5%); 
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si les fonctions 9, 4, y sont telles que les surfaces obtenues en 
donnant a uw, °, s des valeurs constantes sont orthogonales et si 
Yona 

At 0y AWie=0, AW Oy 


Péquation transformée sera 


GRAD I eT 
L? du? " M? de? © N? ow? ”? 


L, M, N étant définis par cette condition que la formule four- 


nissant ds? est 
ds? = 12 du? + M2? dp2-+ N?2 dw?. 


Admettons, pour un instant, ce résultat et appliquons-le au cas ot 
les nouvelles coordonnées sont les arguments elliptiques w, 9, «wv. 
Nous trouverons pour ’équation transformée 


1 ort 
(pu—pe)(pu—pw) du? 
I oT I ee 
“(pe pw)(pe— pe) 9" (pw—pu)(pw—pe) owt 
ou bien 
oT oT ?T 
APY PR igs + (pw — pu) ae + (pu — pe) ase 


Veérifions le résultat que nous venons d’admettre : on a 


oT oT Ou OT ov OT ow 


— = HH HH 
Ox Ou Ox Ov Ox Ow Ox 


puis 
Ok ot fou ee pag. 02T du dv OT Ou 
Ox% ~ du? \ ox “2 Oger da de. °° Owe Oak? 
iO, (S2)'+ a oT dude OT Bu 
dy?, du? \dy Vo Owe ay dy" Ou dy? Ue ee 
dey Oe oy te OT du ov | 70T eu * 
dst, Dut \dw pee (OU OR.Oses Ai, One ae es 


En ajoutant membre a membre ces trois égalités, en se rappelant 
que les surfaces 


uw = const., ¥ = const., w = const. 
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= 
N 


sont orthogonales et que l’on a 


AW ME=ate Ay = 0, INGO), 
on obtient 


Il reste 4 vérifier que 


Ou o3 Ou fae Ou\ ® 

O@))- = \ OF, Oz 
et les deux expressions analogues se déduisent, comme on la 
annoncé, des coefficients du ds? exprimés en fonction de u, 9, v. 


Or 

(S)'+ du? du\? /diu\?[ [or oe OA\?  /dx\? 

Ox oy S Noa Nid \ox Oy Jr “\ Om 
ou, en remplacant les deux facteurs du second membre par les 
expressions (3) et (8) trouvées au n° 204, 


Ow 2 du 2 [Our 0? I 
( +(5) +(3) T@'(h). (= G8) (lb ee) 


Mais, comme 
(s— i) (s — 2) (s —v) 


(9) = Gay (s— 0) (se) 
ona 
DK) (hat) (LS 2) (ka ot) SS (KS pV vs 
‘Donec 
; Ou? du\? ou? I f 
ie eager: 
le facteur 6? se retrouve dans les coefficients de et oe Ona 


donc bien la forme annoncée. 
Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnées d’un point 

les arguments elliptiques wu, ¢, , 1 équation 

me GPL ONT BUT 


AT = Se 


dat * Oy? * Oat — ° 
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devient 


02 )2 o2 


ar )2T erat 
CPE Ap) aie pw — pu) — pie? Py = 


206. Solutions dépendant d’une équation de Lamé. — Essayons 
de satisfaire 4 ’équation précédente en posant 


T=f (a) Fe) (we), 


F désignant une fonction pour Je moment inconnue; il vient 
(py peer F(w) 
AO hie oe) F(w, F(u) 
a? 0 


F(w) F(e) ale 


+ (pu— pe) ie 


Or si nous supposons que F'(v) est une intégrale de Péquation dif- 
férentielle 


az 
AAD = (Ap» + B)s, 


ott A et B sont des constantes, nons avons 


aR(u) : 

rae ETERS. + B)F(w), 

A = (Ape +B)F(), 
dv? 

dF (mw) 7 : 

Le PECs =(Apw+B)F(),. 


et Péquation (g) se réduit a Pidentité 


o = F(u) F(e) E(w) [(pe — pw) (Apu+ B) 


+ (pw —pu)(Ape+B)+(pu— pe)(Apwm + B)]; 
par suite 
aA sor 


Ainsi on peut construire une fonction T vérifiant l’équation 
AT = 0, chaque fois que l'on connait une intégrale de ’équation 


d?z 


53 — (Ape + B)z, 


ot A et B sont deux constantes arbitraires. Laméa démontré qu’en 
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donnant 4 A une valeur de la forme n(n—+-1), n entier, on peut 
intégrer |’équation au moyen des fonctions elliptiques pour des 
déterminations convenables de B. [1 obuent ainsi, pour chaque 
valeur de Ventier n, des solutions particuliéres de l’équation 
AT = 0, a l’aide desquelles il forme la soluuon générale de cette 
équation pour le probléme que nous venons de traiter. 

L’équation obtenue en faisant A = n(n--1) s’appelle équation 
de Lamé. Nous reviendrons sur cette équation dans le Chapitre XI. 


EXERCICE. 


Quadrilatére articulé. — Soit un quadrilatére plan articulé dont les 
cotés ont pour longueurs «a, 6, c, d; appelons a, 8, y les angles des cétés 
a, 6, c, parcourus dans un méme sens de circulation, avec le cété d. En 
projetant le contour du quadrilatére sur le cété d et sur une perpendicu- 
laire ace cOté, on a deux relations que l’on peut écrire 


ax+by+cz+d=0, 
(1) a b c 
== Ee Ed =, 
ae xy B 
ot Von pose 
gett, y = eb, Zi eNe 


En regardant x, 7, 2 comme des coordonnées courantes, on yoil. que la 
premiére des équations (1) représente un plan et la deuxiéme une surface 
du troisi¢me ordre; leur ensemble représente donc une cubique plane. Les 
coordonnées d’un point de cette cubique pourront s’exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d’un parametre w: 


et = flu), efi = Q(t), eYi= U(u). 


En faisant varier wv, on pourra étudier la déformation du quadrilatére, 

Si le plan et la surface (1) sont tangents, la cubique devient unicursale 
et les fonctions f, 9, § peuvent étre remplacées par des fonctions ration- 
nelles, (DARBoux, Bulletin des Sciences mathématiques.) 


——— () 
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207. Division par deux de la période 2w. — Considérons les 
fonctions de Jacobi 


Ee Cueyay TEL (tea) OC); Os Cray, 


construites avec les deux périodes 2, 2’, et en méme temps les 
fonctions 


H( Sa w'), Hs (w ah '), a(u = w'), (uw oe v'), 
2 D 2 2 


construites avec les deux périodes w et 2w’. On a entre ces fonc- 


uons les relations suivantes, dans lesquelles A désigne un facteur 


constant : — 
u(w => o') = AN(u) Hi (x), 
| , 
@(w a o')= AO(u)9;(u), 
(1) 


4 


) : 
-) w')= Ae, (u+ 7) 0; (u- *). 
2 2 2 


La premiére de ces relations se démontre en remarquant que les 


H ( 


ont relativement aux périodes w et 2w’ les multiplicateurs définis 
par les égalités 


worms w o 
2) 0/)= AH, (u+ $) Ms (u—S), 


fonctions 
Ww 


a? 0!) et H(w)H,(u) 


fu a) =—fe); 
TG 
— —— (U+ W’) 


J(¥+20')==—e 7” uPCte) 


et admettent les mémes zéros dans un parallélogramme des pé- 
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riodes : le rapport de ces deux fonctions est donc une constante. 
Pour déduire les trois autres relations de celle qui donne 


Ww a 2 s 
H(u|<, 0’) il suffit d’y changer successivement wu en 
» 


w 


, WwW 
uw, ioe al hs ol aed 


On peut, également, vérifier les relations (1) en se servant des 
expressions de H, H,, 9, ®, sous forme de produits infinis (n° 80). 


208. Relations entre les modules et les multiplicateurs. — 
Soient & et g le module et le multiplicateur correspondant aux 
périodes 2, 2w'; et soient k,, g, le module et le multiplicateur 
correspondant aux périodes w, 20’. 

On a, d’aprés la définition du module et en tenant compte des 


o) Ww Ww 
H, C aes) wy! H? — ena— 
2. 2 , 2. 


w or ) wo 
OQ, {0} => w’ 0? ( — dn? — 
2 2 2 


Mais si, dans les formules du n° 78, relatives a l’addition de la demi- 


relations (1), 


ee 


pe . ® 
période W, on fait u ae ay on trouve 


o(S)=0(5) mi (F)=H(3): 
2 2 2, 2 
on déduit de 1a successivement 
da = Vk cn 
2 
D’aprés cela 


_ k vi—k? 1—k 
(2) Vii = op = Se a(t 


Cette relation peut encore s’écrire 


(oe) iL 9 ence 2 


opt Pacey Gas eee 4 e 
pane a og Sl * =. 
% . a Sete 
- po wet 
sl be 
- mF 
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D’aprés la définition méme du multiplicateur (n° 94), ona 


La valeur de g, peut s’écrire successivement 


_1_ H'(o) Hi(o) 
Vk, 9(0)@1(0) ’ 


(iva 


Sis Sa) 

Vii 

et, en remplacant A, par sa valeur tirée de (2), on trouve entre 
os multiplicateurs g et gy la relation suivante : 


(3) f= stk). 


A parur de maintenant nous supposerons les quantités w 


ig 


W y 
et = réelles. 


209. Relations entre les intégrales K et K,. — Posons 


Ff Ress leet. nef See 
Jo Vi— k sin? yi— ki sin? 9, 


sh 
Ki sin? 9, 


wla 


Nous avons déja remarqué que de Péquation différenuielle vé- 


rifiée par s*= sn(u;>k, g) (n° 93), 


dz oh ee 
ee gVvu —S)1i—k2 , 


on déduit 


ier} 


oa f Va-— —— 3?) 


ou bien 


On obtiendrait de méme 
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et, en divisant membre 4 membre ces deux égalités, on trouve 


ioe ae 
K, S1 esky 


puis, en se reportant a la relation (2') entre les modules, 


a K = K,(1+ 4). 


210. Calcul de K quand & est donné. — Supposons le module k 
réel, et compris entre o et 1, par exemple; et concevons qu’on 
applique plusieurs fois la transformation précédente; on trouvera 


successivement 
K = K, lea P ky), 


K, = K3(1 a ke), 


Kees = Knr(t i= kn), 
puis, en multipliant membre a membre toutes ces égalités, 


K=K,(1+ k,)(+ho)...(1+ kn); 
comme ona 


wld 
1a 


9 


7) : 
Ka= f a do= *, 
/y \/1— k2 sine 2 


“0 
on a aussi, quel que soit 7, 


= (1+ hy) (i+ Aa) oe 0 Bn) <K; 


ky est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 
va donc constamment en croissant quand n croit, et comme il est 
constamment inférieur a K, il tend vers une limite quand n aug- 
mente indéfiniment. II en résulte que k, tend vers zéro et par 


suite que K, a pour limite = On a donc 
Ks (1 ky) (the). tan). 


Cette formule est utile lorsque l'on veut calculer la valeur numé- 
rique de K, en supposant & donné. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numériques en posant 


sin oy 


APPELL ET LACOUR. 23 
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ce qui donne, en se reportant a la formule (2), 


6 


ky = tang? - et 
2 


puis 


6 : 
ky = tang? 5 = sin 94, 


« 


on en déduit 


I 
1+ k; = ——, 1-- ky= 


leh 


1 


’ 


cos? = } 
D 


i tang? = SIN Ost ere 


I I 
cos? — 8 cos? — 0, 
2 2 


et, par suite 
? D) 


Tw 
5a 


I I I 
= cos? — § cos? = 6, cos? —82.... 
2 2 = 2 


* 
x 


(Voir Duriicz, Theorie der elliptischen Functionen, 4° éd., 


Leipzig, 1887, p. 204.) 


I ~ 
Prenons comme exemple 4? = = (—=4b°.— 


Dans ce Tableau de calcul, on a séparé par plusieurs points le 


nombre de son logarithme, de sorte que l’on a mis 


IN state rce erat 


liek dey Log N=. 


De plus, les logarithmes a caractérisuque négative sont augmentés 


de 10 
9 = 45° 0’ 0", 00 6; ='9°S 
I 02,/," I SOF 
— 4 = 22°30'0",00 -,=% 
2, ° 2 


1 : I 
tang = 0...... 9,617 2243 tang > Oy... 


epee Hea 9,965 6153 cos ~ 61. eae 
I I 
tang? — 0 tang? — 0 
Bon Wee 9,234 4486 Bate [ 
sin, sin 4, 
y= CW 3. cos 03 


8,936 6504. 


Was 0° 
I 
= Veer 0° 
2 
Om tame Oxrcn are 


9Q | 
9,998 3840.1 |, cos=-O3...... 


Oat oe 


On a donc :. 
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cost oie ano an go ioe 9,931 2306.0 
COSZ 10 etnies nese wnat 9,996 7680.2 
cos? — 85... Reka aeiehaton * 9,999 9940.0 
z 2 26.2 
Tore te Eee oie 92779920: 
Lycrt TR FL RAT Sate 0,196 1198.7 
D) 

es é OF, 208 e137 2-5 


= 50040745: 


241. Calcul de la valeur de l’intégrale 


quand & et © sont donnés. — Soit s=sn(u; hk, 9); ona 
T 8 /)) 


ou ell posant 


de sorte que, wu et-¢ étant liés par la relation précédente,-on a 


+” 


oO 
do 


SS 
0 Vik sin? © 


fi ds 
su = ee eeeeneeEEEEneESpEEEEESEEEEEREEEET 
0) V(t— 22) —,k2 22) 


2 = sing, 


ee? ape 
ei 
0 Vi— k?2 sin2¢ 


sn(u;k,-¢) = sing; 


on s’assure aisément que 


et 


Considérons en méme-temps 3, = sn(w; ky, gy); en posant 


on aura 


CN CW reo ei) —1 COS © 


dn(u; k, g)=Vi—F sin2o. 


? 
is caf : do, 
1 — YS ? 
: 0 Vvi—k? sin? ©, 


sn (a; ki, 1) = sing. 
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Si maintenant * et g correspondent aux périodes 2, 2 et Si 
k, et g, correspondent de méme aux périodes o, 2w', on aura, 


comme nous l’avons vu, 
1+ ky 
——__—_e 


Alors en prenant le rapport des intégrales dont les limites supé- 
rieures sont 9 et ,, on trouve i 


if de i+ ky (es doy 
ere a 
0 Vi — Kk? sin?¢ 2 V1— F3 sin? oy 


=D 


et Pintégrale dont la limite supérieure est 9 se trouvera ramenée 
a Vintégrale dont la limite supérieure est 9;, quand nous aurons 
obtenu une relation finie entre 9 et ©). 

Cette relation, que l'on pourrait former par des considérations 
géométriques, nous sera utile sous la forme 


tang(9,— ©) = Kk’ tangg, 


ou bien 
Sane Pt Ne? a k'tange 
1+ tangg tang 9, Cis 
ou encore 


(1+ hk’) tange 


tango, = ; 
are 1— K tango 


Pour vérifier cette derniére égalité il suffit de remarquer que 


pais Re SAL H(u) , 
i OUT: chee = apr NG) 


et de se reporter aux formules (1) du n° 207 donnant H (u|<, ow’) 
\ 2 


et H, (wu 


Ww 5 . 
t wo’) on trouve ainsi 


Vki tango; =— ES GEN ae 
H(u+ = )u(u—2) 
2 2, 


N 


Transformons le dénominateur du second membre d’aprés 
Videntité, facile a vérifier, 
‘ : 
H?(0)H (u ue *) H (u— =) = H? ($) H2(w) — u(2) 2(u), 


2 


ne 
i= 
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nous pourrons écrire 
A(u)H,(u) HF (0) 


Vi tango, = fie] ON ae cen ON 
nt (2 ) Ht (w) — Hj (S) nec) 


2 Se ,/w : 
ou en divisant les deux termes du second membre par H? (=) Hi (u) 
\ 


tango 
tang 9; = C ————__"+*____,, 


Dale 
a ( > ) H2(w) 


C désignant un facteur constant; pour déterminer ce facteur on 
ese a . i 
divise les deux nombres par wet lon fait ensuite tendre wu vers 


zéro, ce qui donne 
Ce ae =i+k', 
oO 


En tenant compte enfin de la formule (n° 208) 


a) 
cn2 sis 
2 
=k’, 
w 
sn2— 
2. 
on a bien 
tk) tan 
tango, = (1k )tange 2) 8? 
1— k' tang? o 
ou encore 


tane(o,— 9) 55/8 tang,’ 


comme nous voulions le vérifier. 
Cela posé, concevons qu’on applique plusieurs fois de suite la 
méme transformation; en posant pour abréger, d’aprés Legendre, 


. d 
cy : 
F(9, k)= [ ee) 
9 Vi— FR sin? 9 
nous aurons successivement 


+k 
F(9, k) = F(@1, i), 


7 + ke 
F(91, ky) = =F (2, ha), 
Soaticr ies BSE NE ee é 
I+ ky, 
F(On-4, kn=1) = — F(opn, [es \y 


2. 
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et en multipliant membre a membre ces égalités 


(+k) + ky)... + ka) 
gr 


F(o; Kivi F(¢n, Kn). 


Supposons maintenant que m augmente indéfiniment, nous 
avons vu que ky tend vers zéro et Von en conclut 


limF (92, kn) = lim gy. 


Comme d’autre part on a trouvé (n° 210) 
—(1-+ ky) (t+ ks)... = K, 


on voit que, en définitive, 


F(¢, be tae 
T now 2” 
Pour calculer successivement les angles 4,, 92, ..-: %n; 
nous aurons les formules : 
: ee Ke 
LG = k' tango == ———— 
tang (04 2) kK’ tango, i Sve 
: 1— k’ 
tang(o, — = k’, taneo ee, aaa 
§ (92 1) 1 § 91> 1) t+ Fy 
eRe re Pat ee a ea aoe Bra ; eR aerate 
— ki. 7 
tan? (©, — 07-47 t= Aoe bane Onan; Y Se Sees 
g(On Dn 1) n-1 §$Pn-1; n Tht 


Quand n est trés grand, A, est trés petit, comme nous l’avons 
vu; alors k’_, est trés voisin de l’unité et lon a sensiblement 


On— On-1= On-1 


ou bien - 
Gn = 2Pn=1. 
alors : 
OL meee Sue 
on ant 


Done, a partir d’une valeur suffisamment grande de n, 2 reste 


\ 


sensiblement constant et l’on apercoit ainsi que = tend vers 
2, 


une limite quand n augmente indéfiniment. 


Eaemple numérique. — (Nous Vempruntons encore a la 
Theorve der elliptischen Functionen de Durége, p- 205.) 
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2 Soient = 
. I 
Oe Si (Ohne 
= $ 
les valeurs données de k? et de @. 2 , 


Il résulte d’un calcul précédent que Yona 


Rt teen ts 0,072 0073.8, 


: k' =cos0.... 9,849 4850, 
(COS Una OpGOdn0Lol, 
Ke, == COS Yop ws 9, 999,-9878..05 


> 
eS 
II 
©) 
=) 
wn 
aD 
ey 


0,000 0000.0, 


~ Voici maintenant Je calcul des angles ¢,, %2, 93 : 


, 9 = 30° Oy = 52°49'27", 56 92 = 104°0'0", 14 
On... 5. 9,701, 4394 '[-tango,.....% 0,110 4394.9, | _tango,...... 0,603 2276.5 
ae Serta) O49 UA OO OME UC renters oceeeeia Jame QINOOS OL TS FERRE. cities GO9TOS 7500 
ig(Gi1— 9)... 9,610 9244 | tang(o,—¢1). 0,103 9492.9 | tang(o3— 92). 0,603 2155.4n 
Die — 9 = 22°F 2/27", 56 ©2— = 51°47'32",58 3 — $2 = 104°0'1", 40 

$4 = 52°12'09"556 Si 104° 0 =O, ye 23 = 2089011", 54 


ce yt F, © 
On prendra ici comme valeur approchée delim le rapport 
3 gv 


O3 


54) = 93 600", 19. 


= I COL at 
oO => g (208 ol 

Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le — 
nombre de secondes par 206 264,8: 


Log~ 93. 600’, 19 = 4,971 2767.9 
5 


Log 206 264”,8 S14 420Ts3 


l 


LogF(o, k) = 9,728 8589.5 
I 
Ges i= 003000201 = a pour sO et iia aS 
Remarque. — Lorsque le module’ est devenu trés petit le 


calcul des modules suivants peut se simplifier. (Voir J. Bernrrann, 


Calcul intégral, p. 661.) 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 


Division de la période 2 par un nombre impair 7. — 1. En posant 


avec Jacobi [n° 83] S(x)=0 (=*) vérifier lidentité 


s(0)3 (e+ 22) ...5 [e+ (ny 2] = Cane, q”), 


ou l'on suppose que, 3(#) correspondant aux périodes 2w et 2w’, 5(ax, q”) 
7 pa 20 ' ‘ ee 
correspond aux périodes —, 2w’, et ob C désigne un facteur constant. 
n 


(On' peut remarquer que le premier membre d’une part et 3(na, q”) 
d’autre part sont deux fonctions qui admettent les mémes multiplicateurs 
pour les périodes 2m, 20’ et qui ont les mémes zéros dans un parallélo- 
gramme des périodes. ) 

On a une verification intéressante de lidentité précédente en considérant 
le produit infini qui donne 3(na, g”), savoir 


Clara; q”) = (I — 29% cos2nz + g?”) 


< 4G —2q3” cosane + g*”) (I —2q5" cos2na + gi”)..., 


et décomposant chaque facteur de ce produit d’aprés Videntité suivante 
(théoréme de Cotes) 


rt 
i NG cosone + git = | l [ = 2¢0082(2 + =)+¢| 
n 
7 


PSV Oe ten OW eoars steal 


pour 


ou, ce qui revient au méme puisque 7 est impair, 


es 
& Ao: Ne Ds Nel scr SP By 


D’aprés cette vérification, Videntité résulte de ce que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectué et réciproquement, 


é 
%. Vérifier la formule 


=) 


(pees or (e+ =) Speer [e+ (n—1) 2] = C'Si(na, 9”), 
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ou 5,(#) désigne la fonction H (=), C’ une constante et 2 un nombre 


nw 
impair; de plus, 3;(z) correspondant aux périodes 2 et 2’, 3, (na, q”) 


ere 2W * 
correspond aux périodes eo 2 Og 
n 


3. Des formules des deux exercices précédents déduire la suivante : 


ank a I abe aK oar 
n( A ew) Gen “Fest (a+ 72) sn ct E +(n—1) = | 


rr 7 


s . aS BAY) 
ot Von suppose que A” et K correspondent aux périodes —; 20 
y n 


comme & et K correspondent a 2w et 2w’ et ot Ca la yaleur constante 


4. Division de la période 2» par le nombre 2. (Notation de Weier- 
strass.) — Etablir la formule 


Pp ( u 


(ot: les symboles p sans indication de périodes sont construits avec le couple 
primitif 2, 2’). 


\ 


wo )= pu+p(u—w)—pw=put Nawal AR cet 
M 


pu—e& 


eee 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PERIODIQUES DE SECONDE ESPECE. 


212. Définitions. — Rappelons d’abord qu'une fonction /( wv) 
est dite méromorphe (n° 4) quand elle est uniforme en w et 
n’admet, a distance finie, aucune autre singularité que des poles. 
Or, dans plusieurs questions de Mécanique et de Physique mathé- 
matique,on est conduit a étudier des fonctions méromorphes en u et 
se reproduisant multipliées par des constantes 1 ou p’ quand on 
ajoute & w Pune ou l’autre des périodes 2 et 2w’ (dont le rap- 
porto! : w estimaginaire ). L’une quelconque de ces fonctions F (wu) 
vérifie donc deux relations de la forme 


F(u+2w)=pF(w), F(uw + 2w') =v’ Fu). 


Hermite, qui a fait étude des fonctions de cette natare (Sur_ 


quelques.applications des fonctions elliptiques, Gauthier-Villars, 
1885; GFuvres, t. Ill, p. 266), leur a donné le nom de fonctions 
doublement périodiques de deuxtéme espéce; ces fonctions se 
réduisent aux fonctions doublement périodiques ordinaires ou 
fonctions elliptiques, quand les deux multiplicateurs constants u 
et uv’ se réduisent 4 Punité. Quand les multiplicateurs u et vu! seront 
donnés, nous appellerons les fonctions telles que F(w), fonctions 
auz multiplicateurs constants » et y!; les fonctions elliptiques 
sont alors des fonctions aux multiplicateurs 1 et 1. 
Les relations 
F(u+ew) =pF(w), 
F(u+ 2’) =v F(u) 


entrainent évidemment la suivante ott m et 7 sont des entiers po- 
sitifs, négatifs ou nuls : 


F(u+2mw+2nw') = pur Fu). 
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Il en résulte que, si la fonction F(w) admet un pole u=a, elle 
admet comme poles, au méme degré de multiplicité, tous les 


points homologues 
Amn = A+ 2M + 2nw’'. 


Si le résidu relatifau pole a est A, le résidu relatif au pole an,» 
est pu” A. De méme, si la fonction F(w) admet un zéro u = b, 
elle admet comme zéros, avec le méme ordre de multiplicité, 
tous les points homologues. 


Exemples. — Voici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tions. Soient A, x et ) des constantes; la fonction 


H(w—z) .- 
zee hu 
fe) A H( uw) “ 


est une fonction aux multiplicateurs 


iT 5 
a +210)! 
U. = e718, to e e3) 
En effet, les relations fondamentales 
H(u+.20) =—H(u), -- 
> pT (u+ W’) 
H(u+2w’')=—H(u)e © 


donnent les suivantes : 


f(u+2w) =f(w) >, 
LTO ~ 
4 +2)’ 
7a. 2w0ry = fu) es ; 
La théorie du pendule sphérique nous fournit un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouvé, en effet, pour #-+ cy 
une expression de la forme suivante (p. 100) : 


o(u+a)c(u—b) 


ehu, 
o2Uu 


g(u)=A 


A, a, b, i désignant des constantes. Or, d’aprés les relations fon- 


damentales 
- J(U+2wW) =—eEmMutols uy, 


o(U+ 20’) =— e2n'Ut Ol GU, 
cette fonction » vérifie les relations 


o( jase 20 ) = E24 (a—b) +2) o(u), 


~o(U+ 20’) = era +2)! o( w); 
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c'est done une fonction aux multiplicateurs constants 


a e2n(a—b)+2)w 


pe! = e209! (a—-b)+2)hw!, 


4 . \ 
Dans la théorie que nous allons développer, nous supposerons 


ye et yp! donnés et nous formerons les expres- 


sions analy tiques des ieee qui admettent ces multiplicateurs. 


les multiplicateurs 


Hermite a indiqué, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

L’une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou ¢ : elle met en évidence les zéros 
et les pdles de la fonction. L’autre forme est analogue a la for- 
mule de décomposition en éléments simples; elle met en évidence 
les poles et les parties principales correspondantes. 

Les seuls éléments analytiques nécessaires pour cette théorie 
sont les fonctions H ou a. > 


I. — DécomposirIoN EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


x 


213. Expression générale des fonctions 4 multiplicateurs con- 
stants. — Soit F(w) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnés p et p'. Par hypothése, cette fonction est méromorphe 


et vérifie les deux équations 


\ F(u+o2w) =pF(w), ~ 


) ) F(u+.2') =p’ Fu), : 


ou le rapport w’ : w est supposé imaginaire. 
Pour obtenir une premiére expression de la fonction F(w) re- 
marquons que la fonction particuliére 


eo) eh, 


{2) f= is renee 


considérée dans le numéro précédent, vérifie les relations 


f(u+aw) =pf(u), 


(3) 
[(u+ 20!) = p'f(u), 
Ou. 
cme hes 
WwW 


(4) pL = erho, we 
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On peut toujours disposer des constantes A et x de fagon a faire 
prendre a ces multiplicateurs des valeurs données a l’avance. En 
effet, » et »’ étant donnés, ona 


(5) 


1 
a = — (wLogu’—w'Logy), 
Lr 


Log vy. ayant la méme détermination dans les deux équations. 

Avec ce choix des constantes } el a, on a, par la formule (2), 
une fonction particuliére f/(w) aux multiplicateurs donnés py et pv’. 
Mais alors, si l’on revient 4 la fonction générale F(w) aux mémes 
multiplicateurs, et si l'on observe que w’ 
peut dire que 


> est imaginaire, on 


=) CE) 
(6) eerie ars 


est une fonction elliptiqué aux périodes 2m et 20'. En effet, 
quand wu augmente de lune de ces périodes, F et f se reproduisent 
multipliées par le méme facteur et P(w) ne change pas. 

On obtient ainsi une premiére expression générale des fonctions 
aux multiplicateurs constants » ely’, en prenant 


H(u— a) 


F(u)= A edu H(u) 


P (iw), 
les constantes ) et « étant déterminées par les relations (5) et ®(w) 
désignant une fonction elliptique aux périodes 2 et 20’. 


214. Décomposition en facteurs. — La formule de décompo- 
sition en facteurs se déduit immédiatement de ce résultat. En effet, 
la fonction ellipuque ®(w) peut se mettre sous la forme suivante 
(n° 40) : 
H(u — 6,) H(u— by)... H(u— b,) 


SACS: H(u—a,)H(u—a,)...H(u—a,)’ 


avec la condition 
(7) by Oye (eS DS SE ie Se 


La fonction aux multiplicateurs constants u et v’ peut done 
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s’écrire 
Hw — 4) H(w — 1)... H(u — br) | 


) Ed) = Beh Shy eae ee ee 


Telle est la formule de décomposition en facteurs. Elle conduit 


auX conséquences suivantes Fs 


x 


1° Une fonction a multiplicateurs constants possede, dans 
un parallélogramme des périodes, autant de séros que d’in- 
finis. Cela résulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 
entre autant de fonctions H au numérateur qu’au dénominateur. 


2° Si lon considére, d’une part les séros, d’autre part les 
infinis que posséde une fonction aux multiplicateurs v. et p 
dans un parallélogramme des périodes, la différence entre la 
somme de ces zéros et la somme de ces infints est égale a 


1 ‘ 
7 ke Logy’ — w'Logy.), 
iy 
a des multiples des périodes pres. 


En effet, la fonction F(w) définie par la formule (8) a, dans un 
parallélogramme des périodes, des infinis homologues des points 


oO, Ar, aa, “4 ay, 
et des zéros homologues des points 
a, by, by, “8.9 Dy. 


La différence entre la somme des zéros et celle des infinis est 
donc 


(9) a+ b+ by+...+ by—(a44+ ag+...+ a) + 2Mo+2nw'; 
‘si lon tient compte de la relation 
byt bet... + bp = a4 Ag4...4+ a), 


et de la valeur (5) de a, on voit que la différence considérée (g) est 


1 
=~ (0 Log! — w'Logp) + 2mw+2nw’, 
in ' 


ce qui démontre le théoréme. 
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; 7 ¥ . . . . = y 1 : = 
Changer les déterminations choisies pour Logy’ et Logy re- 
vient a modifier les entiers m et rn. On pourrait, par exemple, 
choisir les déterminations des deux logarithmes de fagon a 
annuler m et n. 


Remarque. — Il est évident que la fonction F(w) donnée par 
la formule (8) n’admet pas nécessairement, d’une maniére effective, 
le pole u==o :carun des zéros by, by, ..., 6, peut étre égal ao 
ou homologue de o. De méme, cette fonction n’admet pas néces- 
sairement le zéro «. 


Les deux théorémes que nous yenons d’énoncer admettent la 
réciproque suivante : 


3° Sil’on considére une expression de la forme 


H(u— 6) H(u— ,)...H(u— b,) 


4 a me ) 
F (uw) Be ih he eS a 


dans laquelle les constantes kh, a, a,,..., Gr 6, by, ..., 6, vé- 
rifient les deux relations 


20 


E : I 
\ i= Logy, 
(10) 
1 
] bP Oya bp (At Yt. ayy 7a (» Log p'’— w' Log), 


celte expression F(u) définit une fonction aux multiplica- 
féurs p etn. C’est ce qu’on vérifie immédiatement en partant des 
relations fondamentales 


NS 


H(w+2w) =—H(uw), 
H(u + 20’) = — H(wye oe 


Quand fes multiplicateurs » et uw’ sont égaux a 1, la fonction 

‘u) devient une fonction elliptique, et la deuxiéme des rela- 
Fi(a)ed t fonct lliptique, et la d d ! 
tons (10) exprime alors le théoréme de Liouville (n° 39). 


215. Nombre minimum de pdles d’une fonction 4 multiplica- 
teurs constants. — Nous avons vu qu'une fonction elliptique a, au 
moins, deux poles simples ou un pole double dans un parallélo- 
gramme des périodes. Il en est autrement pour les fonctions a 
multiplicateurs constants. 
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Quand les multiplicateurs yp. et ul! sont quelconques et ne 


vérifient pas la relation 
i r 1 
(11) (wo Log —w | Dray ae) ear or 


pour des déterminations convenables des logarithmes, toute 
fonction aux multiplicateurs » et vy! admet au moins un péle 
simple dans un parallélogramme des pértodes. 


: ! Sy os / 

En effet, si la fonction F(w) donnée par la formule générale (8) 

n’avait pas de poles, elle n’aurait pas de zéros (n° 214, 1°), et cette 
fonction se réduirait a la fonction 


Ey = B: ere, 


dont les multiplicateurs 


Ve e2hO, wo’ — e2hw! 


vérifient la relation (11) que nous avons écartée. 

Il y a done au moins un pole. D’ailleurs, il existe des fonctions 
avec un seul pole dans un parallélogramme de périodes. Telle est, 
par exemple, la fonction déja considérée 


H(u —z) ne 


AGS ee H(u) 


> 

ot h et 2 sont déterminés par les équations (5). Cette fonction, 
a, comme poles, le point w=o et les points homologues. Telle 
est encore la fonction 


f(u—ey=A 


H( oes o—a) Bite se 
H(u—v) 


ol» est une constante quelconque ; cette fonction admet, comme 
poles, le point uw = ¢ et les points homologues. 


216. Fonctions 4 multiplicateurs spéciaux. — Nous dirons que 
les multiplicateurs u et wu sont spéclaux quand ils vérifient une, 
relation de la forme 


wo Logp’— w'Logu =o, 


pour une détermination convenable des logarithmes. Dans ce cas, 
il existe une fonction partout finite dans un parallélogramme des 
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périodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 
A en, 
d étant déterminé par les deux relations compatibles 


_ Logu 


20 20! 


3 Log p! 
A . 


La fonction la plus générale F(w) aux multiplicateurs spéciaux p. 
et u! est alors 
F(u) = AeM(w), 


(uw) désignant une fonction elliptrque. Une fonction elliptique, 
non réduite a une constante, a au moins deux poles simples ou un 
pole double dans un parallélogramme; donc, si la fonction F(w) 
ne se réduit pas a une sumple exponentielle A e%”, elle admet dans 
un parallélogramme au moins deux poles simples ou un_ pole 
double. Telles sont les foactions 


ee sn2u, e@(Z(u—a)—Z(u— b)I, 


ff. — D&coMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES. 


217. Elément simple. — Reprenons la fonction, 


(u—2) 


H : 
J(u“) = A———— eh", 


Sap H(z) 


les constantes 7 et % élant déterminées par les équations 


BS cau I 
—— 102 UL 
2W 8 Hs 


I ; po 
Gee (w Log y.’— w' Log). 


Ecartons le cas des multiplicateurs spéciaux étudié-dans le dernier — 


numéro. Alors ¢ n'est pas homologue de zéro et la fonction f(w) 
deyient effectivement infinie au point w =o et aux points homo- 
logues. Déterminons la constante A de telle facon que le résidu 
de f(w) relauf au pole wo soit égal a 1. Pour cela, il suffit 
Véerire que le produit uf w) est égal 4 1 pour «=o. On a ainsi 
AH(a) as H’(o0) 


i= — 


APPELL ET LACOUR. 
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et la fonction /(w) dévient 


| Ho) H(u—2) 5, 
(12) 6 Bde on: H(z) H(w) oon 


Cette fonction f(w) constitue lélément simple introduit par 
Hermite pour obtenir la deuxiéme expression générale des 
fonctions aux multiplicateurs p. et ae Elle vévifie les deux relations 


( flu+o2w) =pf(u), 
| f(u+ ow’) = pfu); 


(13) 


elle admet comme pole simple le point w =o et les points homo- 
logues. Au point w =o son résidu est 1; au point u= 2mw-+-2Nnw , 
m et n étant des entiers quelconques, son résidu est wy”, comme 
il résulte de Péquation 


f(u+2mo-+2nw’) = pry'r fu), 


« 


conséquence immédiate des relations (13). Si dans ces relations on 
change uw en w—o, ¢ désignant une quanuté queleonque indé- 
pendante de w, on a aussi 

{ f(u—v+e20) =p f(u—p), 

Ufii—6 How ya far) 


(14) 


La fonction 
HA Gos) Hi et Oo) 
H(z) W(u —¢) 


bee) 
ehlu—e) | 


(15) f(u—v)= 


regardée comme fonction de uw, a done les mémes multiplicateurs tu 
elu! que f(w) : elle admet comme poles simples le point v= ¢ et 
les points homologues, le point w= ¢ avec le résidu ++ 1. 

Il est intéressant de voir quelles sont les propriétés de cette 
méme fonction /(w—) considérée comme fonction de ¢. Si dans 
les relations (14) on change wv en w— 2 on obtient deux nou- 
velles relations que nous écrirons comme il suit : 


J(u—¢—2w) = ~ fu °), 


J(u—e—20') = — fu Q). 


v. 
Ces relations montrent que f(u—) considérée comme fonction 


de vest une fonction aux multiplicateurs inverses — et =» Cette 
woe 


SE ee et Oe a oe NA le! a 
ee Teas! ser 


= “4 
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fonction de » admet comme poles simples le pomt ¢ = wu et les 
points homologues, le point ¢ = w avec le résidu —1. On veérilie, 
~en effet, immédiatement, que le produit (v»—u)f(u—e) tend 
vers — 1 quand ¢ tend vers w. 


218. Formule de décomposition. Cas des poles simples. — Soit 
une fonction f(w) aux multiplicateurs non spéciaux » ety’. Sup- 


posons d’abord que cette fonction n’ait que des poles simples ho- 
mologues respectivement de certains points 


Up h(a) Whe DI RU em 
et sorent 


les résidus de I (wz) aux points a,b, ..., ¢. 
Considérons la différence 


Ww) = F(u)—A f(u— a)— Bf(u— b) —...—Lf(u — Ll). 


Nous allons montrer que cette difference est cdentiquement nulle, 
En effet, W(w) est une fonction aux multipleateurs uv et yw, car 
elle est une somme de fonctions I*(w), —A/f(u—a), ... ad- 
mettant séparément ces multiplicatcurs. En outre, cette foncuon 
(uw) est finre pour toutes les valeurs de w, car, dans le voisinage 
de uw == a, par exemple, on a, par hypothése, 


A 


UE. 60 


JEG esas + fonction holomorphe; 
de plus, d’aprés les propriétés de la fonction f( uw —¢), on a, dans 
le voisinage de u=a, ' 


1 


fu) = 


+ fonction holomorphe ; 
lian 


enfin les autres termes f(u— 6), ..., f(u— ¢) sont des fonctuons 
holomorphes au point uw = a. Dans la combinaison qui donne W (zw) 


les termes en 


ae disparaissent et We) est finie pour u=a. Il 


en est de méme des autres pomts w=, ..., u=/ et des points 
homologues. 


Ainsi V(w) est une fonction-aux multiplicateurs non spéciaux 
wet uy neadmetlant plus aucun pole a distance finie. Mais une 
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telle fonction ne peut pas exister (n° 215): done W(w) est tden- 
tiguement nulle. Ona alors la formule 


(16) F(u) =A flu a)+ Bu 8) Lf(u —Tl). 


Cest la formule de décomposition en éléments simples, mettant 
en éyidence les poles non homologues a, 6, ..., ¢ et les résidus 
correspondants. Chaque terme de cette formule est une fonction 
de w aux multiplicatewrs » et» admettant dans un parallélo- 
eramme un seul pole simple. 

Inversement, toute expression de la forme (16), dans laquelle a, 
b, ..., /sont des points non homologues deux a deux et A, B, ..., L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
et we, ayant comme poles les points a, 6, ..., Z et leurs homo- 
logues, les résidus relatifs aux points a, b,..., /étant A, B, ..., L. 

D’aprés cela, on peut choisir arbitrairement les résidus A, 
B,..., Le: il nexiste entre eux aucune relation nécessaire. I ya 
done la une différence avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des résidus est nulle. 

Ezemple de decomposition. — Soit 


ets : it H2( 7) 
Ml?) EATS) = igre saa whe ae 


@ et b élant deux constantes non homologues entre elles et non 
homologues de o. Cette fonction admet les multiplicateurs 


comme il résulte des propriétés fondamentales de la fonction H; 
élle admet comme poles les points @ et & et les points homologues. 
al : anie : 
Construisons l¢lément simple correspondant 


HECO)) RE (ce = — 0) 


in 
H(a)H(u) ° ? 


= 


en choisissant 7 et % de fagon que cette fonction admette les mémes 
multiplicateurs 4 et p’. Il suffit de prendre 

0), %4=--(a+b); 

Pélément simple est done 


; _ H(0)H(u+a+b) 
LY) Ca arena 


S 
) 
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Les résidus de la fonction a décomposer I(«), relatifs aux deux 


poles non homologues a et b, sont 


H2(a) H2 (6) 


nor CORT b): = Hib =a) 


pour les obtenir, il suffit de chercher les limites des deux produits 
(u—a)F(u) et (u—b) F(u) pourru=aectu=Bb. 
La formule de décomposition est donc 


F(uw) =A f(u—a)+Bf(u — 6b) 


ou, en écrivant tous les termes explicitement, 


H12( 7) 
H(w—a)H(u— 6b) - 
on I ee eS | 
~ H(a+6)H(a—b) H(w—a) H(u— b) 
219. Cas des poles multiples. — Le méme raisonnement nous 


donnera la formule dans le cas des poles multiples. Supposons 
que la fonction I'(w) aux multiplicateurs non spéciaux yw eb pe 
admette comme poles les points a, b,..., non homologues; et 
supposons que les parties principales relatives a ces poles solent 


respectivement 
A A A; ANG 
o(u) = 4 4 Ps ae 
; u—a (CU ces) = (u— a) CU, ) % 
pena tiroae BIs Os Bs = Bea 
Os SS SSS Se ea ree t T Eboh 
oe u—b (u— 6b)? ab (u — b)é 
Si lon désigne par f", f”, ... les dérivées successives de f(u), la 


différence 
W(u) = F(u)— [asce— a)—A, f'(w—a)+ are —d) 


Meer es 
aaa oe ie . 


—[Bfu—b) — BS (uw b) 4 2 fila) 
fe (Cu — »»)] 


Bs-4 


1. (—y)R-1 
coe 1.2...(8—1) 


est encore tdentiquement nulle : cn effet, dans le voisinage de 
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1b irom @ par exemple, ona 


I : ; 
(AGT nan) — — + fonction holomorphe, 
¥ hi & 
j 1 : ; 
f' (u—a) = — ~——.,, + fonction holomorphe, 
(u—a)? 
ny io ; : ; 
f (w—ajy= - + fonction holomorphe, 
(“w—ay3 


feu — a) = (—1)%7! 
Donte 


Ap 
Af(u—a)—A, f'(u— a) SO ae pete ne 


—1)*-1Ay- : 
aes r * ee ae u—a)=o,(u) + fonction holomorphe. 
Teor a 


Comme dans le voisinage de u = a, on a aussi, par hypothese, 


F(w) = 91(w) + fonction holomorphe; 


/ 


on voit que W(w) est holomorphe au point @; il en est de méme des 
autres points 6, ..., 1 et des points homologues. Cette différence 
W(u) est done une fonction aux multiplicateurs non spéciaux p. 
ely nvayant plus aucun péle a distance finite: Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n° 245), W(w) est identiquement 
nulle et lon a la formule de décomposition 


\ Lie», [A flu a) Mf em a) eo, 


(18) ' Ear Saar 
54 ee + . 
| ae estas Ce pears |. 


\ | i 5 eo eon Sh | 


‘ Ss 
la somme étant étendue a tous les poles non homologues. 


Réciproquement, toute expression de cette forme, dans laquelle 
les: coefficients°AS Ay ca.co tas 
une fonction aux multiplicateurs u et yw’. 


,--. sont choisis arbitrairement, est 


On voit l’analogie de cette formule avec celle qu Hermite a 
donnée pour les fonctions elliptuques el que nous avons établie 
au n° 26 par un raisonnement presque identique. 


Exemple. — Prenons, par exemple, la fonction (17) de la 
page 352, en y faisant b= a: 
a! H2(u 
EX) } 


H2Cu Lays 
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NI 
oO 


Cette fection admet les multiplicateurs 


2iTa 


te Tre GC ose 


elle a comme unique pole double le point u= a et les points ho- 
mologues. Dans le voisinage du point u =a, ona, par la formule 
de Taylor, 

H(u) = H(a)+(u—a)H'(a)+. 


H(u—a)=(u—a)H'(0)+ = a 6) ae, 


car H(w) étant impaire, H(o0), H’(o) sont nulles. Done 


Fw) 9 I H(a)+(u—a)H'(a)-+... 
H(u—a) (u—a)H(0) (u—a)? H”(o) 
Cpe Pe Sora Tey) 


I 


= Tay eToy Hla) + (ua) H(A) +.) 


En élevant au carré, on a enfin 


H2(w) n-Ht(ay = 3. Hie) H'(a) 


H?(i = @).- (u=a)? H?(0)= —(u —'a),. “H2(0) 


les termes non écrits formant une fonction holomorphe au point a. 


On a ainsi mis en évidence la partie principale de F(z) au péle a. 


1’élément simple avec les multiplicateurs pet p est actuellement 


a H’(o) H(u + 2a) 
Pls H(2a)Hiu) 


La formule de décomposition est enfin 


H(a) H’ H2(a) 
F(u)= Te fun a) — TEA — a). 


220. Méthode d’Hermite. — Pour établir la formule de dé- 
composition, nous avons suivi une marche analogue a celle que 
nous avons employée pour les fonctions elliptiques (n° 24 et 26). 
Hermite établit cette formule par la méthode suivante, que nous 
indiquons a titre d’exercice : 

Soit F(w) une fonction aux pealeeplicate ai: non spéciaux p. 
et as désignons par ¢ une variable auxiliaire et considérons la 


fonction de : 
#(v)=F(v) fiu—»), 


> 
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Cette fonction est doublement périodique : car, si’on augmente v 
de une des périodes, F(e) se reproduit multiphé par » ou p- et 
/(u— ve) multiphé par z et mz donc le produit ®(¢) ne change 
pas. La fonction ®(¢) est done une fonction elliptique. En écrivant 
que la somme des résidus de ®(¢) relatifs aux poles situés dans un 
parallélogramme ou, ce qui revient au méme, relatifs aux poles 
non homologues, est nulle (n°? 25), on obtiendra la formule 
cherchée. 

Les infinis de ®(¢) sont les infinis des deux facteurs F( 0) 
et f(u—ve) : les infinis de F(¢) sont homologues des points 


ie OR ne 
ceux de f(u—v) sont homologues du point wu. Supposons, pour 
simplifier, les poles de F(¢) simples et soient A, B, ..., Lles 


résidus de F correspondant aux poles a, b, ..., l. Les résidus 
de ®(¢), relatifs 4 ces péles, sont 


Af(u—a), Bfiu— sb), mite Lf(u—). 
Le résidu de ®(«), relatif au pole » = u, est 
7 —F(u). 
Ecrivant que la somme de ces résidus est nulle, on a bien la 
formule cherchée. 


Nous laissons au lecteur le soin Vappliquer Ja méme méthode 
au cas des pdles multiples. 


221. Multiplicateurs spéciaux. — Dans ce qui précéde, nous 
avons écarté le cas ou les multiplicateurs p. et vu! vérifieraient, pour 
des déterminations conyenables de Logp et Logy’, la relation 


» Logy’— w' Logu = o. 


Supposons maintenant cette relation remplie : il existe alors une 
exponentielle de la forme 
ehu 


admettant ces deux multiplicateurs, car les deux équations 


w= er), ie e2ho! 
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eo 
N 


donnent pour ) des valeurs compatibles. Cette fonction 


chu 


est une fonction n’ayant aucun pole a distance finie. L’élément 
simple appelé f(w) n’existe plus dans ce cas, car la constante @ est 
homologue du point o. Donec les formitles de décomposition gé- 
nérale ne s’appliquent pas a ce cas. 
Mais, actuellement, toute foncuon E(w) aux multiplicateurs 
spéciaux vu et pw! peut s’écrire 
F(u) = e(u), 


(uw) étant une fonction elliptique. Il suffira de décomposer cette 
fonction ®(w) en éléments simples par les formules des n®* 24 
et 26, et il en résultera une formule donnant F(w). Par exemple, 
supposons que F(w) ait seulement des pdles simples homologues 
des points _ ; 


a, b, ithe , 
les résidus des points a, b, ..., ¢ étant 
Agee L. 


La fonction ellipuque | 
P(u) =e*uF(u) 
admet les mémes poles avec les résidus 
ead, e DOB, <3..,° e=ML, 

On a done, d’aprés la formule (31) du n° 24, 
P(u) = Cyt eA Z(u —a)+eMBZ(u— b)+...+eNLZ(u — 1); 
en outre, la somme des résidus de la fonction elliptique ® étant 
nulle, on a, entre les pdles et les résidus de F, la relation 


(19) A e-44 Be 4...4+ LeN=0. 


Revenant a la fonction donnée F par la formule 
F(u) = eh“ (uw), 
ona enfin la formule 


F(u) = Cy Aut A edlu-@Z(u—a) 
+ Beke-Z(u —b) +...4+ Ler“9Z(w—l).. 


neis, CHAPITRE XI. 


On pourrait donc prendre actuellement comme élément simple la 


fonction 
\ P(u) = eo" Z(u) 
el écrire ; 


F (uw) = Cy e"+ Ag(u—a)+ Bo(u — 6) +...+Le(u—l). 


Il est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
spéciaux, les résidus ne peuvent plus étre choisis arbitrairement : 
ils sont liés aux pdles correspondants par une relation, qui a la 
forme (19) quand tous les pédles sont simples. 


IIL. — Eeuarions pe Lamé. Equations pe M. Picarp. 


222. Equation de Lamé. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement périodiques de seconde espéce, 
ou fonctions 4 multiplicateurs constants, est Vintégration d’une 
classe d’équations différentielles linéaires et homogenes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La premiére équation de ce genre a été considérée par Lamé a 
propos de l’équilibre des températures dans un ellipsoide homo- 
gene. Cette équation, appelée éguation de Lamé, a dabord été 
prise par Lamé sous la forme 

dty 
dx 


=[n(irn+1)?seath|y, 


hk étant le module, nr un entier et h une constante. Lamé s’est 
borné a intégrer. cette équation pour des valeurs particuliéres 
de h choisies de telle facon que léquation admette une solution 
qui soit un polynome entier en sn v, ou un polynome entier en snz 
multiplé par Pun des trois facteurs en 2, du 2, ou cn 2dn x. 

Par exemple, quand n= 1, Véquation 


a 
— = (2A sn2'xa + h)y 
admet la solution 
= Se 
pour A=— (1-+-A?), et la solution 
= ene 


pour 4 =—1, 
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Hermite, se plagant dans le cas général ot h est quelconque, 
a montré que Péquation de Lamé peut toujours étre intégrée el 
que son intégrale générale est de la forme 


y= C(x) + C'F(— x), 


I(x) étant une fonction a multiplicateurs constants, C et C’ deux 
constantes arbitraires. 


223. Forme de l’équation de Lamé dans les notations de Weier- 
strass. — Si dans l’équation 


= a Tee Ike ste h, 
on fait le changement de variable 
u“ . 
a= ~-+K, 
A 


uw désignant la nouvelle variable et 4 une constante, et si l’on se 
reporte a la formule 


l’équation devient 


By  n(n+t) | 


I 
Vy du Be i 


Ww 


u 
2 sn? — 
A 


Introduisons maintenant la fonction pu par la formule (n° 99) 


I ; 1+ k? 
——— = p(u|w, w')+ Sa? 


22 sn2— 
Ns 


nous obtenons l’équation 


1 ay 
¥ du? 


=n(n+i)pu+ Zl, 


ot. ¢ est une constante. C’est la la forme de l’équation de Lamé 
dans la notation de Weierstrass, telle que nous l’avons ren- 
contrée au n° 206. 
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994. Intégration de l’équation de Lamé pour n=1..— Nous 
allons exposer la méthode d’Hermite pour le cas de reais 
qui, d’aprés les recherches d’Hermite, se présente dans l’étude 
des mouvements a la Poinsot. Nous rattacherons ensuite le cas 
ott n ést un entier quelconque a un théoréme de M. Picard. 


L’équation de Lamé, pour n =1, peut s’écrire - 


=opu +l. 


(20) 


Essayons de la vérifier par la fonction a multiplicateurs constants 


c(u+a) a 
“= et," 


Tu 
a et ) désignant des constantes. Nous avons, en prenant les dé- 
rivées logarithmiques des deux membres, 

1 dy 


2% ¥ ) 
wa aie =C(u+a)y—lu+i, 


et en dérivant de nouveau 


L To aya 
laa =pu—p(u+a). 


Mais d’aprés la formule d’addition pour Cu (n° 44) la-valeur de 


td poe 

set peut s’écrire 

Mi du 

Top te py > 

yi du ; 2 pu—pa’ : 


puis, d’aprés la deuxiéme formule d’addition pour pu (n° 45), 
ona 
pu—pia 


p(u-ra) = 7( )- pupa. 


pu—pa 


On a done enfin 


1 @ Oe aN ce 
—— ws —— 2p u -+ p apt gen jae dec 
yi du? 4 \ pu—pa ~ 
= .! ne / 2 
+(Ca-+n4+ there als 
2 pu—pa 


Pour que le second membre devienne égal a 2pu+l, on voit 
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qu il suftit de faire 


Cente ) eG 
Aisi l’équation (20) admet la solution 


a 1 f 
pe c(U+ a) pate 


SU 


a condition que la constante @ soit déterminée par léquation 


- 


(21) Weal. 


Comme Péquation différenticlle ne change pas quand on change 
u en — u, elle admet égalemént la deuxiéme solution 


6(u— a) 
Vee es 
a om dA 
qui s obtient aussi en changeant le signe de a, ce qui est éyidem- 
ment possible d’aprés ee (21) dont le premier membre 
est une fonction paire de a. 
L’équation de Lamé pour zn =1 admet donc P intégrale eénérale 
a 
ae. o(u + a wie sane (u—a) Baas 
Tu ° OU ‘ 


‘ 


C, et Cy désignant deux constantes arbitraires. 


225. Equations de M. Picard. — L’équation de Lamé rentre 
dans une classe d’équations diilérentielles linéaires et homogénes 
qui peuvent étre intégrées a Laide des fonctions 4 multiplicateurs 
constants, comme l’a montré M. Picard (Comptes rendus, 1880, 
1°" semestre).. oe 

Soit une Equation linéaire @ordre nr de la forme 


aly qn-? 
cee AC ee ee 


ln B= 
dont les coefficients /,( x), fo(2), ..., fu(z) sont des fonctions 
_clliptiques aux mémes périodes 2 et 2 w/; supposons en outre 
que l'on sache que l'intégrale générale est méromorphe. 
Dans ces conditions, /’équation est intégrable a Vaide de fonc- 
tions a multiplicateurs constants. 
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Pour le démontrer, supposons l’équation du troisiéme ordre 


By 


da? 


(2D) + fis (a OY 4 fla) D + fla)y =o 
Le raisonnement que nous allons employer s’appliquera a4 une 
équation dun ordre quelconque. 

Le point de départ est dans ce fait que quatre solutions quel- 
conques V1, ¥2, %35 Ys de Péquation du troisiéme ordre (32) ) sont 
liées par une relation linéaire et homogéne a coefficients constants 
de la forme 

Cy yi t+ Coyve+ Cy 73+ Civ, = 0. 
Soit alors 
Yi= (2) 


une intégrale de l’équation : par hypothese, c’est une fonction 
siniforme de zw. Comme Véquation différentielle ne change pas 
quand on change # en #-+- 20, elle admet aussi les intégrales 


V2= O(@ +20), Y¥3= 0(L-+ 4w), vy, = 9( e+ 6). 


Entre ces quatre fonctions a licu, quel que soit 2, une relation 
de la forme 


(23) Cy,o(a@)+ Cgo(a@ +20)+ C39(e@ + fm) + Cyo(x+ 60) =0. 
En supposant C, différent de zéro et divisant par C,, ona 
(24) o(@+ 6w) = co(@%) + c290(e% + 2W) + 630(x2 + 40), 


€4, Cy, C3; désignant des constantes déterminées. Considérons alors 
la fonction 


(25) 


U(@) =),o(r) + Asg(et 20) +A39(2+ Go), 


ott Ay, Av, Az3 sont des constantes arbitraires. Cette fonction est 
une intégrale de Péquation : nous allons montrer que l’on peut 
déterminer les rapports de ces constantes 4 de telle facon que 


(26) U(o+2w) =u (a), 


vu. étant une constante convenablement choisie. En effet, cette der- 
niére relation s’écrit, en vertu des précédentes (24) et (25), 


1 9(@+2w)+ hoo (w@+4o)+ dz [erg (@) + e29(@ +2) + e39(% + 4w)| 
= [Ar 9(@) + A29(@ + 20) + 3 0(a + fw); 
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Vou, en égalant les coefficients de o(x), ¢( 4+ 20), o(2 + 4), 


\ py — €,)3 = O05 
@ (27) ae Ay = p- ho —— Ay A3 =O, 
| —= hot (ftp —€3))3= 0. 

e 


L’élimination de ),, A, As entre ces équations donne, pour dé- 
terminer p, l’équation du troisiéme degré 


(28) 3.3 — C3 2 — Cott — C1, =O. 
\ y { t 2h 1 


Aprés que lon aura pris pour u une racine de cette équation, 
on tirera des équations (27) devenues‘compatibles les rapports de 
deux des quantités ),, ds, A; a la troisiéme, et l’on- aura ainsi une’ 
intégrale b(2) telle que 


(e+ 2) = py(a). 


En partant maintenant de cette intégrale, comme nous sommes 
parts de 9(#), on montrera que l’on peut déterminer des coeffi- 
cients constants 4, A',, Xi, de telle fagon que Vintégrale 


F(x) =, 4(@2) +25 U0(a + 20’) +2, U(e + Gu')e 
vérifie une relation de la forme 
F(a+2w') =v’ F(x). 
D’ailleurs cette fonction F(z) vérifie évidemment la relation 


P(e +-20)= F(a), 
: 1 
puisqu elle est une somme de trois fonctions y qui la vérifient sé- 


parément. 

- On a donc démontré que. l’équation posséde au moins une 
intégrale F(a) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette itégrale trouvée : alors, conformément a la théorie gé- 
nérale des équations linéaires, on fera le changement de fonction 


pn as pater 
y= K(x) f 2 dz, := 7] Ro): 


s étant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction s vérifie une 
équation du second ordre 


+ §1(#) 5 ~ + g2(@)s = 0, 


(29) a 
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dont les coefficients sont doublement périodiques, comme formés 
rationnellement avec les fonctions /,(x), f2(x) qui sont dou- 
blement périodiques et les quotients 


F(z) E'(@ 
Fir) 7 ee 


qui le sont également. En outre, lintégrale générale y de l’équa- 
tion donnée étant supposée méromorphe, la nouvelle fonction 


4 


Pade ie Ee 
lets | 


posséde les mémes propriétés. L’équation différentielle en =z 
posséde donc les propriétés caractéristiques des équations de 
M. Picard : elle admet au moins une intégrale qui est une fonc- 
§ q 
tions a multiplicateurs constants. On Vabaissera par le méme pro- 
cédé a une équation du premier ordre qui s’intégrera par, une 
fonction a multiplicateurs constants. ° 
p! 


Remarque. — Nous avons supposé, dans notre raisonnement, 
C, différent de zéro. Si C, était nul ( équation 23), on aurait 
C,o(x@) + Cgeo(@ +20) + Gso(x2+ 4w) =o. 
Alors on supposerait C, différent de zéro et l’on aurait 
O(@ + 4W) = ¢19(2) + 62.0(# 4-20); 


“on poserait | = 
U(x) =), o(@) + d99(% + 20) 


P : 4 x ng 
et Von déterminerait le rapport = par la condition 
2 
U(e+aw)= pYy(@), 


u. désignant une constante. Les conclusions sont donc les mémes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
détail des divers cas qui peuvent se présenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Mémoires de M. Picard (Journal de Crelle, t. 90, 


p: 281) et de M. Floquet (Annales de l’ Ecole Normale, 3° série, 
ts 1 18342). 180). 


zg a ee 2 ° ’ 7 " 
226. Retour a équation de Lamé. — Prenons comme exemple 
Péquation de Lamé 


& 


I Baye 
Pace = n(n+i)pu+ZJ, 


\ 
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oll m est un entier que l’on peut toujours supposer positif, car 
Péquation ne change pas par le changement de nr en (— nr —1). Il 
résulte des théorémes sur les: équations linéaires établis par 
L. Fuchs (Journal de Crelle, t. 66, p. 121) que cette équation a, 
quel que soit 7, une intégrale générale uniforme ne possédant 
dautres singularités que des poles a distance finie. On peut done 
afiirmer, d’aprés le théoréme de M. Picard, que cette équation est 
intégrable a l’aide des fonctions a multiplicateurs constants. Voyons 
quels seront les poles de ces fonctions et leur ordre de multiplicité. 
_ Soitu=aun pole, d’ordre a, d'une intégrale vy; on a, dans le 
voisinage de ce point, 
y= CG(u — a)-*[1 + Ay(u— a) + Ag(u—a)?+...], 


s 


C, A,, A, désignant des constantes. On en conclut 


Wayne a. Ay + Aste — a) .’ 


dee aA USO PIAA) AE 


ou, en déyeloppant le second rapport suivant les puissances de 

u— a, 

: 1 dy a 
ydu ua 


~Ay+ By(u —a)+.... 


Différentions par rapport a w; il vient 


1 dy (em Boz3 a Sas 
y du y a) = (u— ay? + By-e= 


Pay ee 
et, en remplacant — — par sa valeur, 
; y du 


a aaa a. A 
I Vo a(a% +1) au Ay patran*) 


V dt Lb GP She a 
D’aprés l’équation de Lamé, ceci doit étre égal a 


n(n+1)put l. 


Puisque les seuls poles de pu sont.o et les points homologues, 
a doit étre égal a 0 ou homologue de o. Comme la partie prin- 
cipale de pu dans le voisinage d’un de ses ples est 


Bt 
Cie aye 
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on doit avoir 
a(a->1) = 2( 72-1 1), aN == 0. 


‘La premiére relation exige, puisque # etm sont posits, 


C= FL 
et la seconde 
ge aa? 

Ainsi une intégrale quelconque de l’équation de Lamé admet, 
comme seuls poles, les points homologues de © : tous ces poles 
sont d’ordre n. Nous savons d’autre part que l’équation de Lamé 
admet au moins une intégrale y, qui est une fonction a multiphi- 
cateurs constants. D’aprés la formule (8) du n° 214, qui donne 
une fonction a multiplicateurs constants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en évidence les pdles et 
les zéros, cette intégrale y, est nécessairement de la forme 


Ge waitin eee ) 
==" d a n 
Ree H” (2x) 


ou, avec les notations de Weierstrass, 


Ae IV lp Cane ~5(2+ Gn) 
x7 ap 


yi Belre 


Il reste a déterminer les constantes 


4; "82, 1.6.5 ‘Any i, 


7 


de fagon que cette fonction vérifie ’équation de Lamé; c’est ce 
que Von fera par un calcul analogue a celui que nous avons dé- 
veloppé (n° 224) pour le cas Giale de m= 1- 

L’équation admettra une deuxiéme intégrale, Y2 déduite de 7, 
par le changement de x en — x. On retrouve:ainsi les résultats 
d’Hermite. | 


——<—S 09 ——__ 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PERIODIQUES DE TROISIEME ESPECE. 


227. Définition. — Hermite a appelé fonction doublement 
pertodique de troistéme espéce toute fonction méromorphe (n° 4) 
qui vérifie deux équations de la forme 


(1) 


( 9(@+ 20) = ettthe (x), 


o(2x ae: 2.09’) os CAA tat 2 Das 


a, b, a, b’ désignant des constantes, et le rapport ot étant 
imaginaire. Les facteurs e@*? et e@**4, par lesquels la fonction 
est multipliée quand Pargument croit d’une période, sont les mul- 
tiplicateurs de la fonction : ces multiplicateurs sont actuellement 
des exponentielles linéaires en a. L’étude de ces fonctions a été 
faite par Hermite (Comptes rendus, 1861 et 1862; Journal de 
Crelle, t. 100; Afuvres, t. I, p. 109; t. LV, p. 223); par Biehler 
( Thése de Doctorat, 1879) et par M. Appell (Annales de l’ Ecole 
Normale, 3° série, t. 1, HU, HI et V), Des exemples simples de 
ce genre de fonctions sont fournis immédiatement par les fonc- 


lions 6, H, 0, .... D’une maniére générale, la fonction 
H(z — b6,) View —b,)...U (x — b, 
(2) Na) GN eXx?+Bx a ae ee (z p) 


H(v@ — a1) W(x — a)... H (x — aq)’ 


ot le nombre p des fonctions H au numérateur est différent du 
nombre g des mémes fonctions au dénominateur, est une fonction 
doublement périodique de troisiéme espéce. Nous verrons plus 
loin que, réciproquement, toule fonction doublement périodique 
de troisiéme espéce peut étre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : lune, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de foncuions H. 
mettant en évidence les zévos et les poles; lautre, par une somme 
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d’éléments simples, mettant en évidence les poles et les parties 
principales correspondantes. 


228. Simplification des relations que vérifie une fonction 4 mul- 
tiplicateurs exponentiels. — Soit une fonction o( 7) telle que 


o(L +2) = ettt+bo(x), 


o(@ + 20') = e@'xth' (x). 


Posons, en désignant par ) et » des constantes, 
f{ay= eh? +pr 9 (@#). 


On peut toujours déterminer ) et » de fagon que f(z) admette la 


période 2w, c’est-a-dire ne change pas de valeur quand x croit 
de 2w. En effet, on a 
) 


fa = 2. ) 
S(@) 


= EVhOL+4LO 7420.00. 


et pour rendre cette exponentielle égale a 1, il suflit de déter- 
miner A et » par les deux équations du premier degré 


(3) 4iw =—a, 4hw? + 2uw.= — b. 
La fonction f(z) vérifie alors deux relations de la forme 


(4) ; FEA Ds) SH HFCL), 


(e+ 20") = A+B f(a), 
A et B désignant deux constantes dont la premiére a pour valeur 


t ’ 
wa'—aw 
(NG ANG nC ee 
O) 


Comme la fonction f(x) admet la période 2w, les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croit 
de.2 : on a done 

Cr i. 2Aw =—2Nzri, 


N désignant un entier positif ou négatif. Les relations (4) 
s’écrivent alors 
JE = 20h f(a), 
Se Me 
(BAR awa ee SbB)s 


— 
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Si Tentier N était nud, la fonction f(z) serait une fonction aux 
-multiplicateurs constants 1 et e®, fonction que nous venons 
Wétudier. Nous supposerons donc N différent de zéro. Dans 
cette hypothése, on peut encore simplifier un peu les relations 


ci-dessus, en prenant comme nouvelle variable 


et posant 


Cette fonction F(w) vérifie alors les deux relations 


EC 210),)) E(w), 
(5) _ Nem 
Fu +20")=e-.° Fu). 


C’est a cette forme simple que nous supposerons toujours que Pon 
ait ramené les deux relations vérifiées par une fonction double- 
ment périodique de troisiéme espéce. 


229. Exemple du cas N —1. La fonction 


. Tut : Tue 
(6) E(u) = ~=e?” Wu) =— p= e?” B(u—w) 


V¢ V9. 


est une fonction entiére (n° 2). D’aprés les propriétés de la fonc- 


tion H,, ona 
; H,(uw+2w0) =—H,(w), 


=z ; ES rch) 
H)(u+e20)y=e Hy, (wu); 


ce sont les formules du n° 78, ott nous écrivons 2 et 20! au lieu 
de 2K et cK’. Ten résulte que la fonction E(w) vérifie les rela- 
tions 

K(u+2w) = E(w), 
(7) cae imu 


Hub ow!) =e E(w), 


relations de la forme (5) ot N=r. Cette fonction entiére E(w) 
a les mémes zéros que H,(w), a savoir: le point w= w et les points 
homologues; il y a un et un seul de ces zéros dans chaque parallé- 
logramme des périodes. 
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\ 


Nous avons donné pour II, ( 1) la série suivante (p. 120): 


M=+O (9H 44)2 (Qn+4)iT1 


He) = N tae mais. 
emcat 


a fonction E(w) est done donnée par la série 


5 YN ES (n+linu 


= 
E(u)= > grieve © 


t= — 2 
ou encore, en changeant m en m —1, 
r= oe 


nig 


1B Cd ee v Grind e @ 


wt S60 


[. — Dé&compositioN EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


230. Premiére expression d’une fonction doublement périodique 
de troisiéme espéce. — Soit une fonction F(w) vérifiant les rela- 
Lions 

F(u +20) =F (Cu), 
(8) _Nitu 


| F(tiN="S50) onan ae Rae ES Cees 


ott N est un entier positif ou négauf. Si nous élevons a la puis- 
sance N la fonction E(w) du vuméro précédent, nous obtiendrons 
une fonction 
EN (7), 
vérifiant les deux relations 
EN(u +20) =EN(w), : 


5 Nite 
EN( uw +a2w')=e WBN Cae: 


D’aprés cela, le quotient 

Fu 
p(t ye ee) 
EN(w) 
est une fonetion elliptique. On a en effet 


P(u+ 20) = P(w), P(u+ 20’) = €(w). 
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Cette fonction ellipuque ® a, dans un parallélogramme des pé- 


riodes, autant de zéros que de poles; on peut l’écrire (n° 40) 


H(u— 6,) W(u — 62)... H(u— 6,.) 
Wea, Havas) a (a a) 


CO niet P(u)=A 


sous la condition 


(10) Qe Ose cee ep =O Os oe a Op, 


De cette premiére expression de la fonction F(w) sous la 


forme 
F(u) = EX(wv)®(w), 


on conclut immédiatement les résultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : 1° l’entier N est positif; 2° Ventier N est négatif. 
: \ 

231. Cas de N positif. — Si nous posons N = m, m positif, le 
facteur E”(w) est une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme zéros d’ordre m le point w et les points homologues. On 
a alors, en remplacant E(w) par son expression (6), 


TC 1th 


(Cri) mensLn( t= Bre 


H“(u—w)H(u—6,) H(u — b,)...H(u— b,) 
(uw — a,)H(u—a,)... 0(u—a,) ; 


Il peut se faire, dans cette expression, que certains des points a,, 
d», ... coincident avec w ou soient homologues de w : il y aurail 
alors des réductions évidentes. Mais, dans tous les cas, en 
comptant chaque zéro et chaque pole avec son degré de multipli- 


cité, on a le théoréme suivant : 


SiN est égal a un entier positif m, la fonction F(u) a, dans 
un parallélogramme des périodes, m séros de plus que de 
poles. La somme de ces zéros, diminuée de la somme de ces 
infinis, est congrue a mw. La premiére partie de ce théoréme 
est évidente d’aprés la formule (11); pour établir la deuxiéme, 11 
suffit d’observer que la somme des zéros, diminuée de la somme 
des infinis, est congrue a / 


5 
mw + by + by. + 6,,— a, — dg —.. «= &, 


c’est-a-dire a mw @aprés la relation (10). 
Réciproquement, soient %, %2,.-.-; 4}; 1, Bo, ---, Brym des 


Rie) CUAPITRE XIU. 


constantes vérifiant la relation 
Bi+ Bat... + Brim—%— %—---— ap = Mo, 


la fonction 


mT ui 
Eo Breas” 


H(u— 8) H(w— 82)... H(u — Bram), 
H(u—a,).-.H(u —z2,) 


est une fonction vérifiant les relations ® 


mT ue 


F(u+2w) = F(w), F(u+20')=e. Seabed WEDS 


comme il résulte des propriétés de la fonction H. 
LT ue 


1c) 


Fonctions entiéres admettant les multiplicateurs 1 ete : 


— Quand N est égal 4 un enter positif m, nous venons de your 
que la fonction F a m zéros de plus que de poles : il peut se faire 
qu'elle n’ait pas de poles du tout : alors c’est une fonction enticre 
€(w) ayant dans un parallélogramme m zéros 


8 e} (ass 
4) 29 eer) pars 


ces fonctions particuliéres ont pour expressions 


mht 


E(u) = Be *® U(w-- 8) Wu — 83)... H(u— By), 


avec la condition 


By + B,+. eae ona = me, 


On voit que la fonction entiére la plus générale, vérifiant les deux 
relations 
E(u+ 20) = E(u), 
(12) 


moh ue 


| E(u+90)=e 2 €(n) 


1 


dépend de m: constantes arbitraires B, 8,, Boy ance erp ea oe selleteet 
déterminée, a un facteur constant pres B, quand on connait (77 — 1) 
de ces zéros. Nous allons montrer que la fonction entiére la plus 
générale vérifiant les relations (12) peut s’eaprimer en fonc- 
tion linéaire et homogéne de m fonctions spéctales vérifiant les 
memes relations. Pour cela, remarquons que toute fonction 
entiére admettant la période 2 w peut étre représentée par une séric 
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de la forme 


(13) Cae ~ INES rec ate 


dont chaque terme admet la période 2w. En désignant toujours 
Twi 


par q la quantitée ° , ona 


neue 
E(u+20')= . Ange, 


mT ue (0 — 9) Th ee 


peuaee €(u) = dre OE 


D’aprés la seconde des relations (12), ces deux séries doivent é¢tre 


identiques. En égalant dans ces séries les coefficients des mémes 
Tui os 


puissances de e” , on trouve 


(14) Antn= Ang?” (C7 Oe Uae = DP ioe) 


8 
D’aprés cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
Pon peut prendre arbitrairement Ay, Ay, ..., Aj,—, et déterminer 
ensuite tous les coefficients. 

Remarquons incidemment que les relations (14) montrent bien 
quwil ne peut exister de fonction entiére doublement périodique 
(n° 19). En effet, si la fonction €(w) admet les périodes 2, 20’, 
elle vérifie les relations (12) avec m= 0; mais w! {ww étant imagi- 
naire, on a toujours g?”=41, sauf pour n=o0. D’aprés (14), on 
aura donc A,=o0(n>40) et la fonction €( uw) se réduira a la 
constante Ay. : 

- Revyenonsmaintenant a notre question et faisons successivement 
f= Oyo == MN, = 3 1,255 Nn == (¥ — 2) nr, dans-les. équa- 
tions (14); nous aurons 


An= Ao; Asin = Aegan tees Ayn = Ay =tyn Ge Un, 


dou, en multipliant, 


(15) AG ae = Ao quv—-lm » 
en faisant de méme, dans (14), n=—m, n=— 2m, 4 
n==—um et multiphant, on vérifiera que la formule (15) subsiste 


pour y négatif. Tous les coefficients A,,, sont ainsi exprimés a 


3Q4 CUAPITRE XH. 


Vaide de Ay. Par un caleul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Ay», en fonction de A,, A,» p2 en fonction de Ani ane 


\ym4m_1 en fonction de A»_,. On trouve 


tea) 4-25 
AG Peet == A, gy 1) 0+2V_ 


Aym+m—1= Am 


En portant ces valeurs dans le développement de la fonction en- 


tiére E(w), on trouve qu il prend la forme suivante 
€(u),= AoHo(u) + Ai E,(u)+...+ Ap E,(u Veet ipirptes ers er perp ey Grae 
ot! Ey, E,, ... désignent les fonctions entiéres suivantes : 


eee Vat ue 


Ky (u eas 3S qr é vad 
Vi== == 00 
Rie ae Van Tui 
Ca > qhi-Vmsawe  O 
(16) Yo @ 
aU accioasia eno sie eah iota naee eee poak 
Pu eaten Var ue 


Cher s GV ey ome. 


\insi, comme nous Payons dit, la fonction entiére la plus géné- 


mT ue 


rale admettant les multiplicateurs 1 et e est une fonetion 


linéaire et homogéne de m fonctions spéciales. E,; Ey, --., Em las 
l’expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
Noy At, oo.) Amy dont on peut déterminer les rapports de facon 
que la fonetion E(u) admette m-—1 zéros 8,, Bate aon 
donnés a Vavanee. Ces fonctions E, s’expriment toutes a Laide de 
la premiére ; on a évidemment 


PT ue f 
: aS 20W 
ECU ene wlig (w+ : . 
: me 


\ 


ailleurs la fonction E, s’exprime aisément par une fonction 


i 
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de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(w) construite plus 
haut (n° 219) avec les périodes 20 et 20)! 


Vee VIE ui 
E(ulo, o')= s qui-) e® 
V=— 0 
Tui 


(ee ere tae : 
= CP Ui (ulo, o'), 


4 
Vd : 
oti nous mettrons en évidence les périodes ayant servi 4 construire 


Tw'e 
@ 


Z 5 . r a) 
la fonction H,. Si dans cette formule on change w en =e 
7 


se change en qg” et la série du second membre devient précisé- 
ment Ey(w). On a done 
i) 7 
ee 0’). s 
We 


232. Cas de N négatif. — Supposons maintenant N négatif, et 


Z 


mT te 
ia) ie 


: 

a ' I S65 

Sey ty a acs A at om \)= oe?” Ay (a 
| me vq” 


posons 
N =—-nv, 


oul m2 est un entier positil. Les fonctions & étudier sont alors telles 
que : ; 
F(uw+20) = F(2), 

mT Ue 


E(u +290’). ¢ *° FB (w, 


On conclut immédiatement de ces relations 


‘ 


I I 
— — = 9 e 
E(w + 20) (aw) 
IN TME 
aes = 2wW Sit 
F (w+ 20!) ; (uw) 


ric I : Pees as : ¢ A 
L’inverse Fw) de la fonction a étudier est done une fonction 
le 
WT Ue 


@) 


aux multiplicateurs 1 et e@ (m positif), c’est-a-dire une des 


fonetions du numéro précédent. L’inverse Fu) peut alors s’écrire 
mT 
I Be2 H(w— 1)... H(u — 6,4.) 


eee tae H(w—a,)... W(u—=z,) 
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avee la condition 
5 B+ G — 4; — A —. 7. — &- = MW 
Bi Pattee. Pptm Ay es) an ate r 5 


La fonction F(w) a done pour expression générale 


mT ui 


F(u)= Ce 2° 


H(u—a,)...H(u ap) 
H(u— $,)-..H(u— 8,4) 


Elle a, dans un parallélogramme des périodes, m poles de plus 
que de zéros, et la différence entre la somme de ces poles et la 


somme de ces zéros est congrue a mw. 


Il ne peut donc pas exister de fonctions aux multiplicateurs  . 


mT ui 
ele.” , n’ayant pas de péles. Mais il en existe qui n’ont pas de 
y , 1 2 E 
zeros; ce sont les imyerses Eu) des fonctions sans poles du nu- 
méro précédent. ~ 
Il. — DkcomposirioN EN ELEMENTS SIMPLES. 


2 Ae : rls . 
233. Etude de élément simple. — Désignons par x et y deux 
variables indépendantes, par m un entier positif, et considérons 
la fonction de # ety définie par la série 


ae MNT Yt 
TG \ > = 
17 Miao = — S e ™ gimiln—) eot (aya ta heyy eee ! 
( 7) Lm &, y) eal q Sa Wy 2700 ) 
—} 
ou bien 
by = TAR =e 
‘ Pes mnt yi a : 
7 TU SS e + gih 
(48) Ym( 2, Lys ee : ened ginnn =4) i 
n= EB kOe =. gan 


t > @ €tantimaginaire, cette serie est convergente pour toutes les 


valeurs de x et y a Pexception de celles quit vérthient la condition 
LV =2NW +27)! Cnet ni entiers);-' 


et pour lesquelles un des termes de la série devient infini. 
aes Mak ak Rie : 
51 Pon considére comme une constante et y comme variable, 


Ja fonction Ym le, ¥) est une fonction uniforme de y mayant a 


| = = > ne - 
at ee wage . = zihae y 
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distance finie d’autres points singuliers que des poles du premier 
ordre, a savoir les points 


/ 


vy=xr—2nw —27'o'; 


le résidu relauf au pole y= est —1, car le seul terme de la 
serie qui devient infini pour y = & est 


ng Tk 
— cot— (x¥— y). 
20 DUALS 


Cette fonction vérifie les deux relations suivantes, qui s’établissent 
aisément : 
Ym(@; ¥ +20) = Xm(#, Ys 


meV 
w 


(19) 


Yn(2, V+ 20') =e Yn( 2, )s 

Cette fonction 7, de la variable y admet donc les multiplicateurs 
meyt 

= a) 


Veve : elle a dans un parallélogramme (mm +1) zéros et un 
pole homologue de z. 

Si on considére, au contraire, y comme une constante et’ z 
comme variabie, il se présente des circonstances entiérement 
différentes. La fonction y»(#, y) est alors une fonction uniforme 
de w n’ayant 4 distance finie d’autres points singuliers que des 


poles du premier ordre, a savoir les points 
B=V+aAno+2n'w' ; 


7 


le résidu de cette fonction relatif au pole 2 = y est égal a +1. 
Elle vérifie d’abord la relation évidente 


(20) Xm(%+ 2, By) 15 Cpl (ee Y)s 


puis ’équation 


nT VE any mT Ve 
(21) Ym (@ + 20’, y) =e” Lm(®, y) a> Dw (: aig Cee: yEXep 


(mm —A)T rt 2 (nm PVT aE Bese. 


i gi -S ee Leap Mo 
——- Bre ND, —...——eé ® Eo( ee On He 

x é i(y) a f y) i m 1(Y), 
ou les m fonctions E,, E,, .-., E,,.2;. sont celles qui ont été dé- 


finies plus haut (n° 231). 


Pour démontrer cette relation fondamentale (21), remarquons 


3Q8 CHAPITRE Xt. 
4 \ ’ 7 . ' 
que la série (18) nous donne ; 


rn=+2 : ad Std I 


SS - e_™ - pyileta 
Lm (@ + 20, y= > e @  gmnlat de 


Ae rz=—e @ 


e lic quae 


ou, en changeant z en n+ 1, ‘ 
mir—yyi 

, RST? minty Pere = 
. ee ee a bh e ® maine © z 
Jal ®t +20, ¥) = Se q xy 
4 = rz=—= e tr a on ge 
Si nous formons alors la différence 


mI ‘ 
Zan (> 20, Yr) e ° Zin (2s ¥)s < Z 


nous obtenons une série qui peut séerive 


i. RSF  wahe+ iia 


Sa ey ae gue Seo 
2 


<> c= 
r=— 2 
w 


en posant, pour un moment, ES 
. . nir—yi 


(23) . € ONS edn (Gta 


a tke ee - "5 
En effectuant la division, ona | 


(f= u) (ur — aid ae 


a — (eR gael ae ose at. 4 ag 


- 


et en substituant dans la série (22) on voit que cette série se s 


tage en (m--1) séries. 
Th premiére de ces séries est 


min +1) Rye 


rt 


e = nena 2 gar 
20) aed sf peek, 
cest-a-dire, Vaprés la valeur de ¢, 


. mara Z=t+e 


mat ye 
ea NS e ©. gma 5 
2wW =—_ 
a=— 2 « 
ou enfin \ 
. mRQ@W 
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La deuxiéme de ces séries est de méme 


g min +1y Tye 
ae, e o> qn 1) m1 44 
E ) 2 
© est-a-dire 
(mM—1Txri Tyi PANT YL 
TA he cree ae re fee ead 
pena nets SY e” e © gina +2n 
W) 
+ 
ou enfin 
(nN —A) Tri 
0, Pg aay rma | 
ow ul 
——e E, ( ae 
as WP) 


\insi de suite. La (2-4-1)! de ces séries est 


zt 
Bo eae $2 0) Gare eo gman —1}+2713 
2) 


(n—GBjEri pT yi mnt yt 


Ol 
(m— OT ve 
Kl 


SSS 2 Y E,(y). 


La derniére ou (m--1)'°™* de ces séries est 


- meyt nT VL 
Sin eae. 
. a le ae @ e ” qieun-s +2 
2.0) ) 
© est-a-dire 
Mm(Nn+A\T YL 
LENS =<. seh aee o ) 
= e Gees 
20 
ou enfin 
i ~ 
= Ho (7 ) 
2W 


comme on le yoit en changeant, dans la dernicre yp renn—t. 
Ce caleul démontre la formule (21). 

~On a ainsi les propriétés fondamentales de élément simple 
Am( x, ¥)- 2 


234. Décomposition en éléments simples dans le cas ot N est né- 
gatif, N—— m. — Cas des péles simples. — Soit F(w) une fonction 


nT Uh 


aux multiplicateurs 1 ete ” 


, m étant positif. Une telle fonction 

posséde au moins m poles dans un parallélogramme des périodes. 

Supposons qu’elle ait 7 pdles simples (7m) homologues des 
J I i 5 


points 
Li dag Oa ra ee 


400 ; CHAPITRE XII. 
et que les résidus aux points a, 6, ..., ¢ soient 
A oy Bre Sap 


Ces poles et les résidus correspondants sont liés par me relations 


qu il est aisé de former. 


Relations entre les poles et les résidus. — Considérons une 
des m fonctions entiéres E,(w) du n° 231 qui admettent les mul- 


mT 


liplicateurs rete ° . Le produit 
®(w) = Fu) Ep(u) 


est une fonction elliptique aux périodes 2 et 2’. En effet, les 
deux facteurs admettent séparément la période 2 et, quand 


m Tue 


croit de 20’, le premier facteur est mulliplié pare ° , le deuxiéme 


MT ui 
pare © et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
ales mémes poles que F(w), car le facteur E,(u )n’a pas de poles. 
Le résidu de ®(w) au pole vu =a est AE,(a@), car on a,.au yoisi- 
nage deu=a, * 


Pace : 
F(u) = —— + fonction holomorphe, 
Cl = 
E,(w) = E,(a) + (u—a)E,(a) + 
d’ot, en multipliant, 


+- fonction holomorphe. 


Les résidus de ®(w) relatifs aux autres poles sont de méme 
f,(6), ..., LE,(/). La somme des résidus d’une fonction ellip-— 
lique étant nulle, on a la relation 


(24) AE,(a) + BE,(b) +...+LE,(2) =o. 
En attribuant a Vindice o les m valeurs 0, 1, 2, .... m—1 


(n° 231), on obtient ainsi m relations nécessaires entre les pdles 
et les résidus de F(w). 


Décomposition en éléments simples. — Considérons la diffé- 
rence 


(25) V(u) = Fu) — Aym(u, a) — Bym(u, 6) — ... —Lym(u, 1); 
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‘nous. allons montrer que cette différence W est tdentiquement 


multiplicateurs 1eteé 


nulle. Tout @abord, la fonction W(w) ainsi construite admet les 


mm ul 
Ww 


: on a évidemment 
Wu +20) = W(u), 


car chaque terme du second membre admet la période 203; voyons 
ce que deyient le second membre quand wu croitsde 2! : on a 


d’abord 


mT ut $ 


F(w+e20')—e ® F(u)=o, 


Pp uls 
mT ue 
Ww 


Ym(U+ 20’, a) —e Vo (es @) 


nt ( ae aS (mt —1) Te ye Tu 
Sires Aer 4 © JE g(a) — ae ®  —Ey(a)—... = pk? OPE eth 
3 nT UL 
Xn(u+20',b)—e © Ym(u; 6) 
— b mT ui ne 2 (mm —A\T i - - Tu 
—— Ba E ‘) Bob) — Se heeled) eee ~e OnE 1b); 
BOIS CE hs CECI aka AR SR CoS OD RENEE Boas ROP ean Rap sdaseue: Tuvan cherokee M otienes 


comme il résulte de la relation fondamentale (21) dans laquelle 
on remplace x par u et y para, ou b, ..., ou 2. D’aprés cela, la 
différence 


mM ui ~ = 


Vu) Sate Ww) 


peut s’écrire 


6 mT ui : 
= ne (, ee Thier ee LE)(2)], 


(777 —1) Te i 


ee eh EAR ea ee BY, (5) ae BAL: 


Tut 
TL 


ae Se © [AEm=i(@) + BEm-1(b)-+...+ 1 ee ANB 


cette différence est donc nulle, puisque chacune des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les poles et les 
résidus. Ainsi la fonction W(w) vérifie les deux relations 
W(u+e2w) =W(w), 
(26) mom ui 
Wiu+eaw)=e ® Wu). 
APPELL ET LACOUR. 26 


tt eae: Bie es eae ee 

( Leon eae: Seas re 

. > sa : 
_s 
st 
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De plus, cette fonction W est finie en tous les points a distance 
finie; elle n’a plus de pdles. Par exemple, dans le voisinage de 


U-= a, oI 


F (uw) = —— + fonction holomorphe, 
UG 
(u, a) : - fonction holomorphe 
Ym(U, @)= + fo iolomorphe, 
: u—a 
et les autres fonctions Ym (Uy D5 site 5 Yoaph te /) sont holomorphes 


au point a : dans la combinaison donnant V(w), disparait, 


u—a 
et. W(w) est holomorphe au pointa. Elle lest également aux points 
b, ..., Let aux points homologues. En résumé, W (7) est une fonc- 
tion sans péles vérifiant les relations (26). Mais nous ayons vu 
quwil n’existe pas de fonctions sans poles vérifiant ces rela- 
tions (n° 232) : done ®(w) est’identiquement nulle et Von a la 
formule 


(27) E(u) = Aym(U,-@)+ Bym(u, 6). Lym (ee, 1), 


qui estla formule de décomposition cherchée, mettant en évidence 
les:poles.de\l’(@),.@, Dy <..5, C-ettes résidus a, Boo. 901s 
Réciproquement, si a, 6, ..., sont des points arbitraires, non 
homologues deux a deux, et A, B, ..., L des constantes vérifiant 
les relations (24), Vexpression (27) définit une fonction aux 


m Tut 
multiplicateurs 1 et e@ °  admettant comme poles simples. les 
points a, b, ...;/ avec les résidus A, B, ..,, L, et leurs homologues, 
ct les relations (24) sont suffisantes. 


Remarque. — On obtiendrait cette méme formule de décom- 
position en considérant le produit 


N(e) = F(v) x(u, 9); 


comme une fonction de . Ce produit I(») est une fonction ellip- 
tique aux périodes 2 et 20’, car les fonctions de », F(e) et 
Ym(u, ¢) ont des mulfiplicateurs inverses; cette fonction I(v) 
admet comme poles les points homologues de 


PSS Cy P10), grote Sasi he Cas 


avec les résidus respectifs 


AYm(t, @)y By muy, 6), sony, Lae, OD; —E@y: 


q 
, 
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Yexpression du dernier de ces résidus résulte de ce que ~m(U, ©), 
regardé comme fonction de v, admet le pole simple » = w avec le 
résidu —1 (n° 233). En écrivant que la somme des résidus de la 
fonction elliptique, relatifs aux poles non homologues, est nulle, 
onaimmeédiatement la formule de décomposition (27). 


Cas des poles multiples. — Nous avons écrit Ja formule de 
décomposition et les.relations entre les poles et les résidus dans 
Je cas des poles simples. Si les poles sont multiples, ces formules 
se généralisent, comme celles que nous avons données (n° 26 
et 219) pour les fonctions elliptiques et les fonctions & multiplica- 
teurs constants. Bornons-nous a écrire ces formules. Supposons 


MUTT Ut 


que la fonction F(w) aux multiplicateurs 1 et e ° admette les 
poles a, b, ..., Lavee les parties principales 
| ® 


A Ay ; Ng 
Ua, (u—a)? (Ces 
B B, Be-1 
uw—b (u— 6)? NO 


“on aura la formule 


} tM, Km 
F(u) =) [ Azntu Ft ene a) fh) Ay Gre lip a) 


da 1.2 da en 
Net U1 (U, a) 
1.2...(%—TI) dat! ‘ 


la somme étant étendue a tous les poles. En outre, les relations 
entre les poles et les coefficients des parties principales sont 
S| : ; r dE,(a) AS ak (a) 
ALE Ca t Ay eee — tel UNC: Soe 5 
>; } does da De Chas: 


iNet d®-1 Eo (a) 
S|] = 9,7 
1.2 ..(4—1)- da | : 


+ 


ou l’on fait suécessivement 6 == 0, 1, 2, --+, (72 —1). 


235. Exemple. — Soit 


fos CHAPITRE Il. 
Cette fonction véritie les relations 


e(r#+ 2w) =o(7), 
e(w@+e2u)=e® = 26 6 (a) 


Si done on fait, pour un moment, 


te 
2-4 ES; 


° (« —o'+ “) i F(u), 


cette fonction F véritie les deux équations 
x QT 


F(u + 20) = F(e); F(u+a2aw')=e © Fu). 


~ Pour cette fonction F le nombre entier désigné par m est donc 2.— 
La fonction ¢(2) admet dans un parallélogramme des, periods ‘ 


les deux poles simples 0 et w avec les résidus pase 


I 


be ee ee ee og : ea A Q aa 
el Wto)Hio) Comme w est égal A e+’ = => la fonoteal 
F(w) admet les deux poles 
Ga ee bers 
Wy : = 

avec les mémes résidus 

I I 

ASC SS See ee 
H(o} Hyco) H’(o) Hy (0) 


On a done la formule de décomposition 


F(u) = Aye(w, @) + Bya(u, 6), 


dou, en revenant a la variable x et remplagant A, B, a, b par _ 


leurs valeurs 


H'(o) Hi(o) 


its - 


Wisc has) =y:(2+0'— Sree a ee 2 eS oe ees 
H(z) H, (2x) ; Re 2 : 2 See 


Si lon met pour ces fonctions Za les séries servant de définition. 
F-Oad tere 


Ii’( 0) Hy(o) é. 
H( x) Hy(x) 
n= +o - 


u=—2 


- 


* 


rr ane T A os ‘al “ , i 
ae — 1) gr wees —s — — ee an , mh 
a > 19 [coe aS, (2 — 2nrw')— cot are (@— o—arnw )}- N 


— - 
_e 


mre, ioncricme A MULTIPLICATECRS EXPONENTIELS. b -LS 


3 BP seconde cotangente est ee 4> tang = = (2 —2nw'); ona 
done enfin, en réduisant, 


~ c2ras — = . 
- H’(o) H,(0) =< Fs 4 
Hiz)H,(z) o x age : 


sin — =(2—2nw' ) 
oD 


_ On établira de méme, 4 titre d’exercice, la formule 


an—12 


—-. H(0)B,(o) _ =E Vang * 2 cot =(2—(2n—1)0']. 


Migs OA a: 


4 7 ee a montré VYimportance que présentent les développe- 
ments de ce genre age les 6 tea 4VArithmétique (Buvres, 
. por cit.). 


2386. i pcuiie do découiunittiod duns To cai do N posit: N= m. 


_ mau 
= “Soit F(z) une fonction’ aux multiplicateurs 1 ete ® . 
_ Supposons que cette fonction admette les poles simples a, b,..., 1 
non deux 4 deux homologues, avec les résidus A, B,..., L. L’ex- 
«pression - ; 


| Wah = F(uy + Apm(a, u) + Bynlb, uw) ...—Lynll, w) 
est une fonction aux mémes multiplicateurs, mais wayant plus 
de poles. En effet, chacune des fonctions F (uw), -7,(a, “),---. 
ae 

mil, w)yadmet les multiplicateurs aes fo . (n° 233 ). En outre. 
s Je voisinage de u =a par exemple, on a 
F(u)= —— + fonction holomorphe, 

u—ae 


a 


I : 
Ym 4, &) = — —— ~+ fonction holomorphe, 
=—— _ “—a 7 


et les autres fonctions “Lm (BA) 5.2 24 oie (1, w) sont Apemeare 
Dans Ja combinaison donnant Y, 
produit en tons les poles de F(u ) ia fonction W (wz), admettant 


_ ME 


= disparait. Le méme fait s 


les Belaphcniions rete ”® et étant partout finie. est une des 
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fonctions entiéres E(u) étudiées au n° 931. Elle est done de la 
forme 

Xe Ko ( uw) + M E, ( u) Si ala eet ye BS ( ul), 
Ol Ag; Ady ess) Amos SOME des constantes déterminées- On a alors 


la formule 


F(w)=—A m( a, w)— By tae uw) —...— L} m Ui uw) 
{ ) 7. i. 1. 


D5) « 
( 4 { + Ao Eo(u) +A, E, (uw) +... 24 Amr Emai(u). 


On pourra déterminer les coefficients hy, Ay, --+) Am—¢ en attri- 
buant m valeurs numériques a la variable u. Pour une étude 
plus détaillée de ce point, nous renverrons aux Mémoires de 
M. Appell. 

Dans le cas des poles multiples, chaque terme de cette formule 
doit ¢tre remplacé par une somme telle que 


Gynt, w) : Ay @? Ym (a, w) 


—AYm(a, w)— Ay 


da Heo) da> 
at Ag—1 Chen Yn(a@, w) : 
1.2.0.(%—1) da' 


‘ 


Dans ces formules i/ n’y a aucune relation nécessaire entre les 
poles et les parties principales correspondantes. Ainsi, quels 
que soient les points a, 6, ..., l et les constantes A, B,..., L, Ao, 
yyseey Amt, la fonction définie par la formule (28) admet les 


mT tr 
@ 


multiplicateurs 1 et e L 


237. Résumé. — On voit que le méme élément simple +7» (#7) 


peut étre employé pour la décomposition des fonctions F(w) a 
_ NTU ; 
w 


multiplicateurs 1 et e , que N soit positif ou négatif. Quand N 
est négatif, N= — m, c’est x qui est la variable u et y qui coin- 
cide successivement avec les pdles. Quand N est positif, N= m, 
c'est y qui est la variable u et x qui coincide successivement ayec 


les pdles. 


i 


, 
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t NOTIONS SUR LES FONCTIONS MODULAIRES. 
I. — Linvariant ABsoLtu J(<). 
238. Couples de périodes équivalentes. — Nous avons vu 


(n° 21) qu’étant donné un couple de quantités w, w! assujetties a 
cette condition que le rapport w'{ soit imaginaire, on peut tou- 
jours construire une fonction elliptique p(w], wo’) admettant 
pour périodés 2, 20’. Inversement, nous allons résoudre le pro- 
bléme suivant : 


Etant donnée une fonction elliptique p(u|w, w'), délermi- 
ner tous les couples w,, w', tels que les fonctions 


pPil=p(aloy, o') 


coincident ioutes avec la premtére. 


Comme au Chapitre IV, nous nous imposerons, dés a présent 
et dans tout ce dernier Chapitre, la condition fondamentale que 
Voicl : 


On 


- 5 , 1) (Oy ne 
Les parties réelles (=) (5 “) des rapports +-» io de- 
LW LW 


ta) 


é 


eront étre essentiellement positives. / 


Cette convention, d’ailleurs, n’est nullement restrictive pone le 
probléme actuel: car, si on a obtenu tous les couples ,, o, res— 
pectant la condition précédente, l'ensemble des couples o,, —w', 
fournira la solution du méme probléme, précisé par la convention 


)<o 


Abordons maintenant la détermination des couples ,, w',. Tout 


opposée, & (+ 


lo, 


Wabord, si pu coincide avec pu, les poles 20, et 2) de piv 
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deyront étre des poles de pw; on aura donc 


wy, = aw'+ bw, 
(1) 


a, = cw’ + dw, 


a, b,c, d désignant quatre entiers. Réciproquement, les pdles 20, 
aw’ de pu devront appartenir a p,u, ce qui entraine les relations 


(2) 


} o'= a, w', + 5,4, 


» = C,H, + dy, 


a,,6,,¢,, dy représentant de nouveaux entiers. Mais les expres- 
sions (2), transportées dans les équations (1), doivent les vérifier 
quels que soient w,, et w : sinon, on en déduirait que le rapport 
w' tw, est réel; on aura donc les relations 


aa+bce,= 1, al,+ bda,=0, 
ca,+dcey=0, cb,+dd,=1, 
dou Von tire 
1= (aa,+ be,) (ebi + dd,) — (ab,+ bd;) (ca,+ de) 
= (ad — bc) (a, d,— by ¢)). 


Le produit des deux entiers ad — be et a,d,—6,c, devant 
étre égal A 1, on a nécessairement 


ad— be =e=a,d,;— yc, (< 


Pour déterminer ¢, nous nous appuierons sur notre convention 
fondamentale qui nous montrera que ¢ est positif et, par suite, 
égal 4 1. Posons, en effet, 

w=a+if, W, = a, +784, 
w' = a+ 78", wy) = 2, +784 


il viendra 


‘ a) -a [Soe |. af’ — Ba’ 


ney ait t(a2-+ B2) = oteene 
df Ga)= #18,—Bia) , 
a, 5 Seger uae one ae arate 


@aprés notre convention, «4! 


positifs. Or, on tre de (1) 


a, = aa’ + ba, Cs Con da, 


6, =af'+ bB, 8, = c8'-+ dB, 
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dou 
4,8, — Bye’, = (ad — be) (43’— Bx’) = (28 — 82’), 
ce qui montre bien que ¢ est positif. 
. Etablissons maintenant que la condition obtenue est suffi- 
sante ; end’autres termes, définissons w, et w, par les formules (1) 
_oti.a, b,c, d désignent quatre enters satisfaisant a la relation 


(3) ad —be =1: 


nous allons voir que les fonctions p(u|,, w),) et p(w, w’) 
coincident. 

Tout dabord, les équations (1) résolues par rapport a o! et w 
donneront, en vertu de (3), 

: Oe 0) pr OU ae 
(OO 
ae Ww) =—Cw, + a4. 
Or il résulte de (1) que toute période m, = 2mo,-+ 2nw', de la 
foncuion p,u est une période de pu; et, d’aprés (2'), toute période 
de pu est aussi une période de p, uw. Les séries absolument conver- 
gentes qui définissent pu et p,u sont donc composées des mémes 
termes, mais rangés, chaque fois, dans un ordre différent : leurs 
sommes pu et p,u sont donc identiques. ' 

Les mémes conclusions subsistent évidemment pour,les fonc- 
tions ou et Cu correspondantes, et l’on peut énoncer la proposi- 


tion suivante : 


Pour que lune quelconque des trots égalités 


J(u], o,)=o(ulo, w'), 
ig Bho! = (GAG), 


p(u]o, 64) = ple], ©), 


soit vérifiée, tl faut et il suffit que wo, w', 1, w, sotent liés par 
les équations (1) ou les entiers a, b, c, d satisfont a (3). 


Les fonctions du, Gu, pu peuvent donc se construire indiffé- 
remment, soit a partir des périodes 2, 2w'; soit a partir des pé- 
riodes 2W,, 2w, ce que nous exprimerons en disant que les couples 
de périodes primitives (w, ') et (w,, w,) sont éqguivalents. 
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239. Réseaux de parallélogrammes équivalents. — La remarque 
qui nous a permis d‘identifier les séries pu et p,;w peut s énoncer, 


eéométriquement, de la fagon suivante : 


Les réseaux de parallélogrammes construits, dune part avec 
les périodes 20, 20’, @autre part avec les périodes 2,, 2,, 


ont les mémes sommets. 


On peut ajouter que les aires des parallélogrammes élémen- 
faires du réseau (2,,20,) sont égales a celles des parallé- 
logrammes élémentaires du réseau (20, 20’). 


Car, avec les notations du numéro précédent, laire du parallé- 
logramme (0, 20, 20 + 20/, 20’) est mesurée parle nombre posit 
4(a8'— Ba’); et celle du parallélogramme (0, 20,, 26,+-20), 204); 
par le nombre égal 4(a,8, — 812, ). 

Enfin, le fait que les deux parenthéses précédentes sont posi- 
tives peut sinterpréter de la facon suivante : quand on décrit le 
périmétre de chaque parallélogramme dansVordre 0, 20, 20-+ 20’, 


1,2), 0, on laisse chagueé fois Vaire 


20,0 OU OP 204, 20,-+ am, 
enveloppée a sa ance 
940. L’invariant absolu J. — On voit de méme que les incva- 


rlants £»(, 0') et g3(, w') de la fonction p(u| , 0’) ne 
changent pas de valeurs quand on substitue aux périodes 20 
et 20/ les périodes équivalentes 2, et 2w, : car cette substitution 
ne fait que modifier Pordre des termes dans les séries absolument 
convergentes qui définissent 22 et gy; et ainsi se trouve légitimée 


la dénomination d’invariants que mous ayons attribuée a ces 


quantités (n° 33 ). 
Introduisons maintenant le rapport des périodes 


nous aurons successivement 


Vv =ameo ae eae 
SS 
& o > maT 


a = 008 eae 
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et ces relations montrent, comme nous le savions déja (n° 36), 


que g2 et gs; sont homogénes et de degrés — 4 et — 6 par rapport 
3 6 
aoe 


Au lieu de ce quotient, considérons le nombre J qui lui est relié 


aux périodes; le quotient 3 : g} est donc homogéne et de degré o. 


par la formule 


on aura donc 


(n° 46); J, comme g} : g3, ne dépendra que du rapport des pé- 
riodes et, de plus, il restera’ toujours fini, si le discriminant A ne 
s’annule pas. 

Avec M. F. Klein, nous donnerons a cette fonction J(z) le nom 
Vinvariant absolu, et cette dénomination est doublement justi- 
fice : @abord J(<) garde évidemment la méme valeur pour l’en- 
semble des fonctions elliptiques p(w|%w, Aw!) ot ) varie arbi- 
irairement; en outre, d’aprés ce que nous avons dit de gy et £3, 


, 
aD) 


J(<) ne change pas non plus quand on/substitue a + 


le rap- 


i) 
ports, de deux périodes équivalentes, 2 w’, et 2, : fait fondamental 
que nous préciserons au n° 242. 


241. La fonction J(z) est holomorphe dans le demi-plan positif. 
— Montrons d’abord que Vinyariant J(<z) est ane fonction holo- 


morphe de la variable =a + ty dans le domaine (w) défini 
par e< y <e"!," ¢ étant un nombre positif arbitrairement peut. 


En effet, les séries e 


Ls 


tw 


&% i Bowie y I 
—_— = Ne na et —_ Pree ae ar es SRN 
GO * smd (mm +- nz)* 140 (m+ nz) 


sont holomorphes a lintérieur de (ws) (voir la Note IV ala fin de 
VOuvrage ); la fonction J(<z) ne peut done cesser d’étre holomorphe 


ad Vintérieur de (aw) que SI Pexpression 
A= (20)? (ge) — 2793) = (2w)—12 A’ 


—\ 


s’annule a l’intérieur de (ws), ce qui ne peut arriver que si A’ lui- 


méme s’y annule. Mais, puisque + appartient a (w), on peut cons- 


/ 
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truire une fonction p(w]1,7) dont le discriminant (qui est 
2424’) ne peut étre nul (n° 47). J(z) est done holomorphe a 
l'intérieur de (w); sous forme abrégée, nous dirons encore : 

La fonction J(<) est holomorphe dans le demi-plan positif (7) 


(en entendant par la, ensemble des points t= x + cy a distance 


finie, et d’ordonnée 'y positive ). 


242. Propriété fondamentale de la fonction J(z). — Etablissons 
maintenant la propriété fondamentale de la fonction Ith 


Pour que Von ait J(t,) =J(«), = et % etant deux points du 
demi-plan positif, il faut et tl suffit que = et x vérifient la 
relation 

at+b 


4 ’ eS Se 
(4) gti erate 


ot a, b,c, d désignent quatre entiers, tels que ad —bc=1. 


La condition est nécessaire : car, si t et, appartiennent au 
demi-plan positif (wm), nous pourrons construire deux fonctions 
ellipuques p(u|1,7) et p(uw|1,7,) dont nous désignerons les 
couples d’invariants par 22, 23 el g3, g} respectivement. Or, l’éga- 
lité J(<;) == J() entraine 

62)? _ 83 
(5) [es es Stee 

($3) O38 
comme on ne peut avoir simultanément 2. = 0 = gy (sinon A 
serait nul; cf. n° 47), on pourra par exemple déterminer une 


auxiliaire } par la relation 


eee fe 
§2=N Eo; 


@aprés (5), Pune des solutions de ’équation précédente en \ satis- 
fera a 


A 
Posons alors w =", le choix de la racine étant arbitraire; en 
vertu des relations d’homogénéité (n° 36, p. 47), la fonction 
-” S ve A 5 © os af —— baad . . . 
p(u|o, ot,)admettra pour invariants 9"5 =)? eo! = oy ele ae 


} fel NT hes 
ayant mémes invariants que p(w | 1,7), elle coincidera avec cette 
derniére fonction (n° 33, p. 44). Or, Végalité 


p(ulo, wt) = p(u]i, 7) 


eo 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS.-MODULAIRES Al 


entraine (n° 238) deux relations de la forme 


¢ Oy == at = b, 
(6) | 

1 esas Sis 
a, b,¢, d étant quatre entiers de déterminant 1; et des équa- 
lions (6) on déduit précisément la relation (4) que nous voulions 
établir. 


La condition est suffisan te : car, si elle est vérifiée, on pourra 
déterminer une quantité w par les équations compatibles (6); les 
deux fonctions p(uw|w, w7,)et plu | 1,7) seront identiques (n° 238 ) 
et auront alors mémes couples d’invariants (n° 24)), ce qui en- 
traine l’égalité des invariants absolus, J(z) et J(<, ). 

La proposition que nous venons d’établir présente une impor- 
tance capitale pour l'étude de la fonction J(<) dans le demi-plan 
positif; mais avant d’aborder cette étude, il nous faut dire un mot 
des transformations ( 4). 


1]. — Le GROUPE MODULAIRE ET SON DOMAINE FONDAMENTAL. 


243. Substitutions linéaires. — Soient a, 8, y, 6 quatre nombres 
quelconques (réels ou imaginaires), satisfaisant a la condition 
26—%y>40; posons 

: at + B 
(7) ee yr 
L’opération faite sur s’appelle une substitution linéaire; nous 
la désignerons par le symbole 


a ¢ 
iG 3) 


ou, d’une fagon abrégée, par une lettre unique, telle que S; nous 


écrirons aimsi 


et, sit, coincide avec 7, nous dirons que 7 est un point double de 
la substitution. L’expression «¢ — fy est le déterminant de la 
substitution ; puisqu il est différent de zéro, 7, dépend effective- 
ment de la variable 7; de plus, on peut résoudre (7) par rapport 


* 
Aly CHAPITRE XIII. 


az, et Yon voit aussitot que + se déduit de z, par la substitution 


BL Be 
se. as 


Cette substitution est dite la substitution ¢nverse de S; nous la 
es * > 15 71 1p 
représenterons par le symbole 5~', ce qui nous permettra d’écrire 


t= S154. 


f , 
° en ° . a 
Désignons par S’ la substitution (< ); posons 7 
/ 9) 


— py, et 


> 


cherchons la relation entre 7, et 7; nous trouverons aisément 


co SO GSee) = soe, 
avec 


(6) 
NaN 
19) 


; N 

r_ (Har By eB +B 

5 ars Nie CHA C he YS y bo 
pic? Cay ea 


Nous représenterons la substitution précédente par S'S, et nous 
Vappellerons le produit de S par S’. On vérifie sans peine que le 
déterminant de ‘S/S est le produit des déterminants de S et de S’. 

On définirait de méme le produit SS’ de S’ par S; il a pour 
expression 

SS’ ee By’ «8! Ee q 


Beli UALS ARCOM QO 
ya’ +- dy’ 3'+- 40 


En général, cette substitution est différente de SS’; dans la 
multiplication symbolique des substitutions, on n’a done pas le 
droit, généralement, dintervertir Pordre des facteurs. Par contre, 
le produit des substitutions est une opération associative : on voit 
immédiatement que S'(S'S) = (S"S!)S, de sorte qu’on peut sup- 
primer les parenthéses et désigner l’opération précédente par S’S/S. 

~  Supposons que plusieurs substitutions consécutives d’un produit 


coincident; au lieu d@écrire 55, SSS, ..., on emploiera les sym- 
boles S?, 5%, ..., et plus généralement 5”; de méme S~” désignera 


la puissance n*™ de la substitution S~'. D’ailleurs, appliquée a 7, 
la substitution S-'S (ou SS“! ) le reproduit identiquement : c’est 
ce qu’on appelle la substitution unité (ou tdentique), et Von peut 
évidemment supprimer le facteur précédent d’un produit symbo- 
lique. En définitive, on voit que, quels que soient les entiers m, n, 
le symbole S obéit a la relation 


Srsr = Smin, 
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244. Propriété géométrique des substitutions linéaires. — 
Représentons le nombre z par son image dans le plan complexe ; 
toute substitution 5 (a coefficients réels ou complexes ) définit une 
transformation du plan complexe en lui-méme : celle qui remplace 
le point-image de < par le point-image de Sz. Indiquons une pro- 
‘priété fondamentale de cette transformation. 


Q 


= ey, Z P . wt : 
DO 9,== ; suivant qu'on a yo ou v=o on peut 


or 


a 
€crire 
2% - Q\ 
4. ne Y 3 
(7 ¥)\=8,8,8,8, ou ee ese ae, 
oy 8 0 6 
avee 
~ Q 
19) “f ZO— bY of 
a= t-E =5 Set =— => S37 — ——, S,t= 7+ = 
/ E i es if 
i Se i i 
ou 
2) 
is 2 
Lae ay pls [se ae lis 
Sit = 37 ie mare 


Mais, interprétées géométriquement, 5,, 5,, S sont des trunsla- 
tions; S; (ou S/) est une homothétte par rapport a Vorigine, sui- 


2 


vie @une rotation d’amplitude f autour de Porigine, si 40 — Br 


a2 
‘ 


2, > . , s . , 
(ou 5 ) est une quantité complexe d’argument §. Enfin S, est une 


Go 


~ 
v 


inversion par rapport au cercle = 1, suivie d’une symétric 
par rapport a Vaxe imaginaire. 

Or, chacune des transformations précédentes conserve les 
angles, et transforme les droites et les cercles en cercles (ou 
en droites); il en sera donc de méme de la substitution linéaire la 
plus générale. 

Obseryons encore que si 4, 3, ¥, 6 sont réels et satisfont a 


46 —y=1, Jes translations S,, S,, 5S‘, sont paralléles a l’axe 


réel; Sz et S', sont des homothéties de rapports positifs; la subs- 
titution linéaire Sz transforme donc laxe réel en lui-méme et 
change un point du demi-plan positif (@) en un point de ce demi- 
plan. De plus, elle transforme les demu-circonférences et les 
demi-droites de (wm) orthogonales a l’axe réel en demi-circonfé- 
rences (ou demi-droites) de (w) orthogonales 4 cet axe, résultat 
qui concorde bien avec la conservation des angles. 


416 ; CHAPITRE XIII. 
245. Le groupe modulaire. — Par définition, un ensemble de 
substitutions données S,, Sz, ..-., Sy,--- en nombre fini-ou non, 
S, bas Ce ey 
Riyisentaney! 


forme un groupe si inverse d’une quelconque des substitutions 
et le produit de deux quelconques d’entre elles font partie de l’en- 
semble ; les points correspondants 7 et S,z sont dits éguivalents 
par rapport au groupe. On dit encore que h substitutions d’un 
eroupe sont indépendantes si aucune d’elles ne peut s exprimer 
par un produit symbolique ott ne figurent que les autres substitu- 
tions. Si toutes les substitutions du groupe sont identifiables a des 
produits ott ne figurent que & subsututions indépendantes du 
eroupe, S,,..., Sz, on dit que le groupe dérive des & substitutions: 
S,, Ss, -.., Sa, qu’on appellera encore substitutions fondamen- 
tales ou généeratrices du groupe. 

2mv—-+-2ne’ 


I 
point uw par son homologue u + 2mo-+ 2nw! d'un autre parallé- 


° . . . I ° 
Ainsi, les substitutions Gs ) qui remplacent un 


logramme de périodes (n° 18) constituent un groupe 2 dont les 
substitutions fondamentales sont les translations 


‘\ 
{ -20 Be ee 
et . 
Om EE 0 [ 


De méme, actuellement les substitutions (4) constituent un 


Mate t : b 
groupe, I’: carles substitutions inverses ( a sont a coeffi- 


—ec 
cients entiers, et vérifient (3); de plus, si S et S’ désignent deux 
substitutions de ensemble (4), le déterminant de SS! est encore 
égal a1 (n° 243). 

Nous appellerons ces substitutions, substitutions modulaires, 
et nous désignerons leur groupe I sous le nom de groupe modu- 
faire. Nous sayons déja (n° 244) que T transforme Uaxe réel en 
lui-méme et le demi-plan posittif (w) en lui-méme ; nous verrons 


bientot que ce groupe dérive des deux substitutions fondamentales 


I 
icra. Vos. 


Grace a Vintroduction de cette notion nouvelle, nous _pouvons 
énoncer le théoréme du n° 242 de la facon suivante : 
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La fonction J(z) est invariante par toutes les substitutions 
du groupe modulaire, et par ces substitutions seulement, ce 
que nous résumerons en disant : 


La fonction J(c) appartient au groupe modulaire. Et, dans 
le méme sens, nous pouvons ajouter : 
La fonction pu appartient au eroupe de substitutions 


Su=Hu+2mw+2nw’'; 


le couple (pu, p'w) appartient au groupe 


(Q) Su=u+2mw+ 2nw’, 


Plus généralement, a tout groupe de substitutions linéaires, on 
peut, sous certaines conditions, faire correspondre une fonction, 
ou un couple de fonctions qui lui appartiennent : ce sont les fonc- 
tions fuchsiennes et les fonctions kleinéennes, dont la découverte 
et la théorie sont dues aux mémorables recherches de H. Poincaré 
(Acta math., t. 1—V; QF ueres, t. IL). 


246. L2 domaine fondamental du groupe modulaire. — Les 
remarques que nous avons faites au début de la théorie des fonc- 
tions elliptiques (n° 18) peuvent s’énoncer actuellement de la 


facon suivante : 


1° On peut subdiviser le plan complexe en un réseau de paral- 

léloerammes qui sont les transformés de l’un quelconque d’entre 
$ { q q 

eux, soit P, parles substitutions Q; et tout point du plan est équi- 
valent (relativement a) a un point et a un seul de P, 

2° Il suffit de connaitre une fonction elliptique dans un parallé- 
logramme pour la connaitre dans tout le plan. 

8 Pp 


De méme, actuellement, comme nous allons le montrer : 


1° On peut subdiviser le demi-plan positif en un réseau de 
triangles curvilignes, qui sont les transformés de Cun quel- 
conque dentre eux, soit G, par les substitutions du groupe 
modulatre V; et tout point du demi-plan est équivalent (rela- 
tivemental)aun pointet aun seul de &. é 
2° Il suffit de connattre la fonction J(<) dans un de ces 


triangles pour la connaitre dans tout le demi-plan posittf. 
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Nous commencerons par construire un triangle © qui jouit, 


comme nous l’établirons ensuite, de la premiére des proprictés 


précédentes 5 pour cette raison, nous cirons que © est un domatne 


fondamental du groupe modulaire. 


Dans le demi-plan positif (7 = i> 0) molre triangle © 
sera limité par les deux demi-droites 2% = = 1, ay2yV3, ainsi 
que parl’arcde cercle 2? y? =1, 42° <1. Ce triangle est ae 
trique par rapport 4 Oy; Pun de ses sommets est rejete a Vinfint 
dans la direction de cet axe; les deux autres sont les points 


Ti 271 


i=e* eli’ =e*, =l—1; les trois angles correspondants sont 


. 9 
110 Sa 
Bie one 


oO, 3 el 3 - Quant aux points de la frontiére de G, nous les considére= 


rons re appartenant aG sils satisfont a x = SODeCt comme étran- 
gers 4 © dans le cas opposé. On verra (n° 257 ) ) que cette restric- 
tion a été introduite dans le méme but que la restriction analogue 
du {n° 18. 

Appliquons a @ une substitution modulaire quelconque; nous le 
tansformerons en un triangle limité par trois arcs appartenant 
(n° 244) a des demi-circonférences orthogonales a l’axe réel ; géo- 
métriquement, Pun quelconque de ces triangles est donc defini par 
la donnée de ses trois sommets. 

Sur la figure 37, nous avons représenté le triangle © et ceux 
quis’en déduisent par les substitutions U, U-', V, VU, VU-!,~ 
VU'V, UV, VUV; les sommets des triangles VU et VU-' sont, 
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par exemple : 
l—92 253) 327 fo , I+ 3 
VU : 0, = BLAMES IVS 2a eA 
3 6 Dy 
tai 3 tHe 3 cee 3 
VU-1: 0, jes 1+iV3 ee in SO Sooaled 
; 2 ) 6 A 
5 I 7-1 : . ; aye 
observons que = a B — | ——_}, résultat qui nous'sera utile. 
9 3 


plus loin. 

I s’agit d’établir maintenant que & est bien un domaine fonda- 
mental du groupe modulaire; et, pour cela, nous démontrerons 
Wabord les théorémes suivants : . 


Q47. Théoréme I. — Deux points distincts du triangle & ne 
peuvent étre équivalents par rapport al. 


Supposons, en effet, qu’il existe deux points t=2-+1y 
’ » J ‘ 9 
7/ = a2'-+iy', appartenant au triangle 6 et transformés lun de 


5 ; 5 a b : 
Pautre par la substitution S = be 4) du groupe modulaire ; on 
| Ve eae 
aura done y! = 7 avec 


(8) D=(er+dp+ey 
= 0? (2? + y?—1) +eed(2e7 +1) +c?—ecd + d? 


= 1. Le symbole ¢ ne figure que si cd n’est pas nul; et, dans 
ce cas, nous choisirons < de telle sorte que ccd soit positif. Or, 
puisque c et d sont entiers, la quantité 


ce—ecdt+ @= (a— oaiee ees =(¢ = ae se 


2 j 


est supérieure a1, sauf si l’on ac? = 0 out etd? =o 0u1,. L’hy- 
. x 7 ¥, . . . \ bs 
pothése c=o-=d étant a rejeter, on aura donc toujours 


c? —ecd + d?*1, Végalité n/ayant lieu que dans l’un des trois cas 
suivants : 

(1) Cre 10; a= Ts 

(IT) C=1, @=0; 


(111) reo — SI, =i (e-cad > 0% 
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De plus, si z appartient au triangle G, on aura 
ert y2—1>0, 262 -+-1> 0, 


l'une ou Vautre de ces inégalités, suivant le cas, devant étre rem- 
placée par une égalité si + appartient a la frontiére de @ (ce 
qui exige que son abscisse # soit 20). Appliquées a (8), ces 
remarques montrent qu’on a toujours D—1, et, par conséquent, 
y'<y, Végalité ne pouvant avoir lieu que dans lun des trois cas 


suivants : 

(1) C30; ale 
Sz est de la forme 7’ =7+ 0; 

(I) (Cie a= 
at « est sur le cété 2? + 7?—1='0; 
(IIL) C= it a=1 


et + coincide avec le sommet / (/' n’appartient pas a G). ; 
“ La premiére hypothése entraine x’ = x +6; or le maximum de 
la différence des abscisses de deux points du triangle & est égal a1 
(en valeur absolue), et ce maximum ne saurait étre atteint, d’ail- 
Icurs : car les deux points seraient sur deux cétés rectilignes de & 
(symétriquement par rapport 4 Oy); un seul d’entre eux appar- 
liendrait done a &. Dés lors, on a nécessairement b = 0, et S se 
réduit a la substitution identique. 

Supposons maintenant ¢ + 0 et appliquons la méthode précé- 


2 age , d-—b : 
dente a la substitution inverse S~! = (25 ne nous obtien- 


drons cette fois la condition y Sy’, ’égalité ne pouvant avoir lieu 
qué-<dans les cas IV! (c? = ry @ == Oj, cr) etl Le? ee 

Ces résultats, rapprochés de ceux qui proyiennent de l'étude 
de S, montrent que siz et 7’ sont équivalents, ona 7’ = y, et, de 
plus, un des quatre cas suivants est réalisé ; 


(II, MW’). — Onac? =1, d=o0=a;S west autre que la substitu- 
. I Ngee 
one = V x = —=) ; de plus, tet’ sont sur le cété 2? + y?2=1, 
v 
[ffecuvement, la sustitution V les échange l'un dans lautre, 
pourva quils soient symétriques par rapport 4 Oy; mais, de ces 
deux points, un seul appartient a 6; le cas ne peut donc se pré- 
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senter. Si = et 7! 


viennent en += 17, ils coincident avec un point 
double de V (qui appartient a @). 


Quah On gan et 2 > a 0} t=- 
2 2 


é=\—1, dou ¢d << 6, et S-s’écrit 


Pale, a) 


On_en tire 7! = 1 ==; 7 et 7’ coincident avec un point double de ¥ 
(qui appartient 4 G). 


(II-III’). — On trouve de méme que S a pour expression 


y= J Sp! 
I oO 


et l'on doit avoir <7’ = 1= 7. Ce résultat n’est pas essentiellement 


r 
distinct du précédent, car 3’ = E~!. 
(TH-IIl’). — On verra sans peine que 


ae a avec — iv3 : 


é € 
a= ? 7TS=-+ 5 
2 
/ 


ja 


2 


z et z’ sont deux sommets différents de ©; mais un seul d’entre eux 
appartient a G: le cas ne peut done se présenter. 

En définitive, notre théoréme se trouve complétement établi; 
et, de sa démonstration résultent, en outre, les conséquences 


suivantes : 


Aucune substitution modulaire (non identique) ne peut 
avoir de potnt double a Vinterieur de &. 

Deux points de la frontiére de &, symétriques par rapport 
a Oy, sont modulairement équivalents. 


Q48. Théoréme II, — Sic est extérieur a &, on peut toujours 
trouver un point de & équivalent av. 
Observons d’abord que si z (= + ty) est extérieur a la bande 


(Ub) TESS 


\ 


il existera toujours un entier, positif ou négatif, n,, tel que la 


F 
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substitution U7 (= 7+ n,) raméne <a Vintérieur ow sur la fron- 
tiére de (Ws). Soit +, = Us. Siz, appartient a G, le théoreme est 
démontré; sinon, posons 7, = #, +7 y,, formons 

ip iek cnn Cmte rier) 


i) 
évidemment général : supposons quon ait défini le point 


et ramenons 7 dans (Ub) par la substitution U”. Le procédé est 


Cpr hp +p de (Ueys si Tp Wappartient pas a G, on trouvera un 
exposant 7)4, tel que tp4, = U"r» Vz, appartienne a (1s). Ceci posé, 
nous allons montrer qu’au bout d’un nombre fim d’opérations, on 
obtiendra un point (soit t,) appartenant a . 


Supposons, en effet, qu’on ait toujours, quel que soit p, 
\ \ 


reat -2 
Lp als ap p << 


Cs, 


L’ordonnée 7/4, de s,,, est égale-a celle dé: V~,, c’est-a-dire 
YP 


Vis SW iy eso Pip at Sites Vane Ee 


Or, si y n’est pas nul (c’est-a-dire, si 7 n’est pas un nombre 
réel), on pourra toujours trouver un entier p assez grand pour 
que Von ait 3¥7,, 1, ce qui est en contradiction avec notre 
hypotheése. 

‘I faut done admettre que pour une certaine valeur p’ de p, on 


Sa! . x . =pertc ee 
alee te ze Mais alors (n° 246, ad fin.) z, appartient al intérieur 


ou a la frontiére d’un des triangles VU, V, VU~', et Tun ‘des 
points UV te, Vrz* ou UVic,» apparuient a lintérieur ou a la 
fronticre de G. On peut done bien trouyer une substitution modu- 
laire 5 telle que Sz appartienne a @. 


Corollaire. — Supposons maintenant que le point Sz soit indé- 
rieur a &, et montrons que Sest unique : car sil en existait une 
seconde, 5’, répondant a la question, les points équivalents Sz 
et S'z de & coincideraient; la substitution S’S~! aurait pour point 
double le point Ss, mtérieur a; elle se réduit done (n° 247, ad fin.) 
ila substitution unité, et lon aS—S'. 

a 

249. Théoréme II. — Le groupe modulaire dérive des substi- 

tutions fondamentales U et V. 
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En effet, soient 7 un point quelconque intérieur a @, ef S une 
substitution modulaire quelconque; d’aprés le théoréme I appli- 
qué au point Sz, on peut toujours trouver une suite d’entiers 


Nyy Noy++ +, Ny (My Cl Ng pouvant étre nuls ) tels que le point. 


aoe U4 VU =... U=VUus< (= Sic 


appartienne a lintérieur ou a la frontiére de €; mats z élant imté- 


—rieur a @, ceci exige que son équivalent </ coincide avec lui (théo- 


reme I); 5, admet done = pour point double, et se réduit dés lors 
ala substitution unité (n° 247); on peut done écrire 


S = U-"“V... U="9 VU-"4, 


Les substitutions U et V, évidemment mdépendantes, sont donc 
bien des substitutions fondamentales (n° 245) de TP. 


250. Application a J(<). —— Les théorémes que nous venons de 
démontrer entrainent (importantes conséquences. Tout @abord, 
le procédé méme par lequel nous avons établi le théoréme I 
montre encore que, le réseau des triangles déduits de & par la 


‘combinaison des substitutions U et V finit par recoucrir un 


pont quelconque du demi-plan posttif (wo); et, @aprés le théo- 
réme HI, les transformations précédentes épuisent toutes celles 
du groupe modulaire V; enfin (corollaire du théoréme H), deux 
triangles du réseau ne peuvent se recouvrir partiellement. 

A ce réseau que nous yenons de construire, nous donncrons le - 
nom de réseau modulaire ; ce réseau recouyre le demi-plan posi- 
tif sans omission ni duplication, propriété que le réseau des paral- 
Iélogrammes de périodes attaché au groupe ® (n° 245) possédait 
également dans tout le plan; et nous pouvons dire enfin que & est 
bien un domaine fondamental (n° 246) du groupe modulaire. 
D’ailleurs, il est manifeste que l'un quelconque des triangles du 
réseau peut étre substitué a © comme triangle fondamental. 

Reyenons maintenant a la fonction J(z) que nous avons définie 
dans (w); siz appartient au triangle du réseau transformé de & 
par S, le point S~'z appartient a @, et Pon a(n? 245) 

iy 
: DCG Dp cawNi Sie Ac) 


Une fois connue dans @, la fonction J(z) Pest donc aussi dans (ow), et 
Yon peut dire encore que & est /e domaine fondamental de J3(<).U 
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nous suffit done d’étudier la fonction dans le domaine G, comme 
nous l’avions annoncé; ¢’est cette étude que nous allons entre- 


prendre maintenant. 


\ 


Ill. — Erupe bE La FoncTION J(z) 
A L'INTERIEUR DE SON DOMAINE FONDAMENTAL. 


251. Théoréme Iv. — L’équation J(z) —a=o0 na quune 
racine au plus dans le triangle &. 
Car l’égalité J(<’) = 
équivalents par rapport aT, et le théoreme devient alors une con- 


J(z) nécessite (ne 245) que <' et + soient 


séquence immédiate du théoréme I. 

On peut ajouter que si l’équation J (z) —a =o est satisfaite en 
un point 7 de la frontiére de ¢, la méme équation est encore satis- 
faite au symétrique de + par rapport a Oy. 


252. Théoréme V. — En deux points, = et z', symétriques 
par rapport a laze imaginatre, la fonction J(z) prend deux 
valeurs imaginaires conjuguées. 

Appelons gy et g; les invariants de la fonction p(w|1, 7) et 
25) &, ceux dela fonction p(u| 1,2’); posons, de plus, t= x+y, 
ct} =— 2+ 1y. Les séries qui définissent @ et 2; étant absolu- 
ment convergentes, nous pourrons écrire, par exemple, 


+0 +2 


16 £3 = 35 2 » [(m + na +niy)§+ (—m+ne+niy)-*] 


ma=1nrn=—o 
+ 0 
+ 2(@ + iy )-6 , n-6 : 
n=— oa 
+ 0 + 0 
Ae NV 
= r\—6 . a 
3D eh [(m+-nx+niy)§+(m—nx—niy)-§} 
m=1nN=— 
+ 0 
“+ 2( e+ ty )-8 s var 
/ —e°) 
On. aurait de méme : 
+ 0 + 0 
16¢5= 35» >» [(m—nwx+niy)-§+(m+na—niy)-*| 
m=1n=—o 
+ 0 


+ 2(x@% —iy)-§ »: Tomo 


ra — 0 
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3 et g’, sont donc imaginaires conjugués ; il en est de méme de 2» 
et 9, et par suite [n° 240] de J(<) et J(s'). 

253. Théoreme VI. — Dans le wiangle €, la fonction J(z) 
nest réelle que sur le demi-azxe imaginaire et sur la frontiére™ 
du triangle. 

Soit toujours t= # +- ty; J(z) étant réel coincide avec sa quan- 
tité conjuguée, et l’on a (théoréme V) 


J(e@+ty)=J(—x+1y). 


Les points x + ty, —x-+1y (le second pouvant étre étranger 
4 @) doivent donc coincider ou étre équivalents par rapport aT, 
ce qui établit notre proposition, en vertu du n° 251. 


_ 254. Théoréme VII. — La fonction J(z) satisfait aux 
equations 

SES) 
Se as 


VCS) Gti J ( 
Supposons d’abord 7 = 7, ou w! = 1. Dans la formule d’homo- 
généité (53) (n° 36, p. 46), faisons 1 = 7; il viendra 
p(tul|iw, tw’) =— p(ulo, o’). 
Mais, actuellement, w’ = iw, d’ou 
p(tulio, to’) = p(tulio, —o) 


et cette derniére fonction peut étre considérée comme construite 
avec les périodes w et tw = w!. Pour t = 7, on peut done écrire 


(9) piu =— pu. 


Dans les deux membres de (g), remplacgons les fonctions p par 
leurs développements (42) (n° 33, p. 43); de la comparaison des 
termes en wu‘ on déduira g3 = 0, d’ot [n® 240] J(z) = 1. 
1+71/3 
eS ee (2 

2 


Faisons maintenant + = ou w’ = lw; comme 


(?=-—TI', la méme formule @homogénéité donnera 
p(lu|lw, 2w) =—lp(ulo, lo). 


Mais Pw = lw — o, Vou p(lu| lo, Pw) = p(lulw, lw), etVon a, 
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pours = ie 

(10) a iia — hos, 

Comme tout a Vheure, développons les deux fonctions autour 


de w= 0; de la comparaison des termes en wv? il résultera 25 = 0, 
dot [n° 240 | J(2) =o. Ona dailleurs [ théoréme Vv] 


(S25 ) (=o. 


Remarque. — On dit que la formule (g), ou (10), constitue 
ure formule de multiplication complexe pour la fonction 
pluw|o,7o) (z= ou Z); la formule (10) a d’ailleurs été donnée 


déja au n° 156, p. 267 (2 est égal ala quantité —¢? du n° 156): 


255. Etablissement d’une égalité fondamentale. — Pour appro- 
fondir étude de la fonction J(z) & Vintérieur du triangle G, 7c 
nous faut étudier la fonction au votsinage du troistéme som- 


met, 7=tx du triangle; et, pour cela, nous nous appuierons 


sur une égalité que nous déduirons des développements en séries 
du Chapitre IV (Section 1). 

Nous avons déja observé (n° 72 et 94) que les symboles K et ¢K’ 
qui figurent dans ces développements ne constituent qu’une nou- 
velle notation des demi-périodes wm et w’; K et K’ (—=—«<K) ne 
sont done pas encore assujetties a la restriction du n° 94; ce sont 
deux quantités qu’on peut prendre arbitrairement sous la seule 


condition que leur rapport vérifie Vinégalité & (x) > ono 2), 
ce qui est précisément la convention que nous avons faite dans ce 
Chapitre (n° 238). 

Soit done + un point du demi-plan positif; partons d’un couple 
quelconque o, w' =z et construisons les fonctions p(u|w, o!) 
etc(w|o, o'), ainsi que les fonctions H, H,, @, 0, aux périodes 
2K = 20 et 20K’ = 20); posons en outre 


Cy Mea. = pl(o+w’), e3= pw’; 
ces quantités vérifient, comme nous savons (n° 46), V’équation 


A VS Sade Gis = Oe 
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Ceci fait, nous allons établir Végalité 


(11) lan] = PAE 


Cihaaes 


See H(K) _ Hi(0) 5050! ny 


(KX) 0.0) c(w + w') i 


et l'on peut écrire (n° 78) 
Ry. cial 
O(o)=—iet® HK’) =~ie Hck’), 


avec (n° 84) 


ol? 


H(iK’)=H'(o)e 2° ow’, 


are 
Vou 
2 TOU)! wen HG! Gray! : 
H(K) Wiedtaanstavsyr yrs cw HHO ow 
—— =10e ——$——- =e ”* ———-; 
OCI)s4e o(m + w’) o(w + w’) 


a 


la derniére transformation résultant de Végalité _w! — 4/0 = 


| 


établie au n° 73 (p. 115). On pourra donc écrire en s'appuyant a 


Ii fin sur les formules (70) et (71) de la page 5g (oti Von aura fait 


WO) 
H(K) tex ein'w'+4y/0 ota) = erro! tw 
SOCKS) ; ‘ot(w + w')” o2(w + w’)o2(w — w') 


eG s0, yee t 
a) EAE eee —— j = 
pw —po’ 


ce qui justifie la formule (11). 
Or, nous avons appris a développer 


HY Ke thio f piety SOCK = 61 
‘ ) ) 


en séries ou produits qui convergent quand g = e*!* est voisin 
de zéro, c’est-a-dire quand ¢ s’éloigne a l’infini dans le triangle &. 
Pour appliquer ces développements a Pétude de J(<), il suffira 


; , ‘ Cole: 
donc d’exprimer J(z) en fonction de Seo : - 
tah 3. 


256. Expression de J(<z) en fonction de 4?. — Posons 
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en vertu de (11), & n’est pas autre chose que le module des fonc- 


tions snu, cnu, dnu alttachées a H, H,, 0, 0, par les formules 


du n° 85. Cela étant, nous pourrons écrire 
- (€;— 2) (€2 — @3) 
i— ket kh=1— kK — kh?) = 1— ) ; 
(€4— 3) 
_ eF+ eF + €3 — (e2€3-+ €3€1 + 1&2) 
(a1 — C3)? = Ba 


(€1 + €2-+ €3)2— 3(e:€3 + 361+ €1€2) 3 £2 : 
4(e1— 3)? 


ee: (é,— €3 )? 


Et, d’aprés l’expression de A obtenue au n° 46 (p. 58), nous aurons 


encore 
J(p= &3 rs &3 
‘ ei — 2782 16( €,— &3 )?(€3— e1 )?(€1 — eo)? 
4 (1 — k? + k*)3 
Sg Py eC a ey 
27 pees <2)" (a= 2)" 
€,— €3 G4 es 


\ 


ce qui donne enfin 
(1— k2+ k's 


VA 
Pee aaa AE A 
ois 27 k*(1— kp? 


(12) 


257. Développement de J(z) dans le voisinage de ¢—o0 
i). — Or, Vaprés les formules des n* 76 et 81, ona 


+ 0 +0 
1 A 
H(K) = H,(0) = Tae 3 grt = ag*A | | Gee g2n)?, 
=0 


Courias 


Wws4 
+0 + 2 . 
@(K) = @,(o) =1+2 9" = A] Jcgee yy, 
Tie asi 


les séries et les produits désignant des fonctions holomorphes 
de q pour |q| <1 (n® 76 et 80); la formule (11) donne alors 


" I+ G@+go+... ue (ig? htegs aed ® 
2 — 16 = ee SSS S 
Eo Beh 6g od bas ie ee 


Portons une ou lautre de ces expressions de k? dans (12); nous 
verrons immédiatement que J(z)admet le point g = 0 comme pole 


du second ordre; effectivement, le calcul donne 
\ 


I Sea ek 
SiGe) = Tyas ge cid ah adenine Tab get ()» 
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ou encore 


I 4 3 
(e277 4 Cy Cg EF 2TIT L,Y, 


fh = 
(14) J(tj= 1728 ° 


Les facteurs k? et 1—X? ne pouvant s’annuler pour {g|< 1 
(n° 84), la fonction f(g) est holomorphe pour |g|<1; son déve- 
loppement ne peut renfermer de puissances impaires de q, car J(z) 
ne peut changer quand on remplace z+. par 7-+1, c’est-a-dire q 
par — gq}; quant aux coefficients c; du développement de f(q), on 
vérifie sans peine quils sont tous entiers. Enfin, la formule (14), 
applicable quand z= x +1) satisfait ay > 99 (9, nombre positit 
arbitrairement petit) montre que | J(<)| croit indéfiniment quand < 
s’éloigne indéfiniment dans le triangle @; elle permet, en outre, de 
retrouverque Jit) est reel peur =o et 27 == ct 1. 


258. Etude des valeurs réelles de J(<). — Nous pouvons étudier 


Fig. 38. 


0 


maintenant les variations de J(z) quand = se déplace de maniére 
que J soit réel. En effet, quand < va du point += 7 au point 7 = 


Ys > egmeeE aah e See aaa 
> 
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sur l’are:|<|==a5-J3.C¢,)- est xéel (théoréme V1) et part de 1 pour 
aboutir a4 o (théoréme VII); de plus, a1 décroit constamment : 
sinon, il existerait sur Vare précédent deux points, non symé- 
triques par rapport 4 Oy, et pour lesquels J(*) reprendrait la 
méme valeur, ce qui est impossible (théoréme 1). 

Supposons ensuite que 7 décrive le cété 22 —=—1, en partant 
de t= 1; J(z), d’abord nul, commence par décroitre : sinon, il 
prendrait, sur ce coté, des yaleurs identiques a celles qu'il acquiert. 
sur le cdté précédent, ce qui est impossible (théoréme 1). J(+) 
décroit donc constamment et, dés lors, tend vers —o quand < 
s’éloigne indéfiniment sur le cété 2.7 = 1 (n° 257). 

Reste donc & étudier J(<) sur VPaxe imaginaire. Or, on voit, 
comme plus haut, que quand ¢ part de ¢ et s’éloigne indéfiniment 
sur cet axe, J(z) croit indéfiniment de 1 a+. 

Les résultats de la discussion précédente sont résumés sur la 
figure. 38, 


259. Théoréme VIII.— L’equation J(z) — a = 0 (ota est ima- 
ginaire) posséde toujours une racine et une seule a Uintérieur - 
de @. 

En effet, @ étant donné, on peut trouver un nombre positif M, 


(eae I 


suffisamment grand pour. que, quand x décroit de - & —-, 
; 2 


y restant égal 4 M, le point 


I ER: 
J'’— a = —~(e 2774 ¢,)—a (=H) 
1728 os 


] 


Aveta r < e | 27M 
décrive dans le sens direct une circonférence (de rayon ;) 
= 


renfermant lorigine a son, intérieur. Mais, pour y assez grand, 
~ vy O 

|J—J'| est arbitrairement petit (n° 257); en augmentant au 
besoin M, on peut done supposer que le chemin fermé © décrit 
dans les mémes conditions par le point J(z)— a renferme aussi 
Porigine a son intérieur. 

Cela étant, faisons déecrire az le chemin fermé G = #! Uilaa! 
(fig. 39), ot. Pon a posé 


I : I : 
a=-+17M, a’ =—— + 7M, | 
2 2 


Quand z se déplace sur la portion de frontiére a! lila, le point 


ee ee 


\ 
NOTIONS SUR LES FOXCTIONS MODULAIRES. 43e 
J(z)—a part de J(a)—a pour y revenir, aprés avoir décrit deux 
J ih 
fois en sens inverse un segment rectiligne paralléle a l’axe réel, 
el n’appartenant pas a cet axe (puisque a est imaginaire ).; enfin, 
z variant de a! aa, J(<) —a@ décrit'© dans le sens direct. 


Fig. 39. 


~ 4 0 


En définitive, quand + aura décrit le chemin C, l’argument de 
J(<) —a@ aura augmenté de 27; si l’on pose 


J(t) ad oes P(2, = tQ(a, H)s 


P et Q étant réels, on aura done 


P-dQ—Q 
Cs) ; f eS aoe 
\C) 


P2 fe Q? 


Mais J(<)—a étant holomorphe a lintérieur du domaine C, 
limité par C [n° 241], P et Q sont continus dans D, et lintégrale 
curviligne précédente ne peut avoir une valeur différente de o que 
si P et Q s'annulent a Vintérieur de D; J(<) — @ a done au mois 
une racine a l’intérieur de D, et, par suite, a Pintérieur de t. Nous 
savons dailleurs qua Vintérieur de €, Véquation ne peut avoir 
plus @une racine (théoréme IV). 


Remarques. — 1°. En vertu @un théoréme di a Cauchy 
[cf. E. Goursat, Cours d’ Analyse, 3° édition, t. II, p. t19] et 
que nous n’avons pas voulu utiliser, l’égalité (15) permettait d’éta- 
blir que J(<) —a ne posséde qu'une racine a Vintérieur de D. 
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2°, Si Von considére le point 7 = ¢% comme appartenant a ©, on 
peut dire que, dans-le triangle G, Péquation J(<) = a possede tou- 
jours une racine et une seule, quel que soit a. ; 


~ 960. Application a la théorie des fonctions elliptiques. — Le 
résultat que nous venons d’obtenir entraine une consequence des 
plus importantes dans la théorie des fonctions elliptiques : il per- 
met d’établir qu’a tout couple d invariants, 22, £3) satisfaisant 
a gi — 27 ¢3 40, correspond une fonction elliptique pu et 
une seule admettant ces invariants; cest la justification du 
postulat fondamental du n° 34. 

En effet, gs et gy étant donnés (sous la restriction précédente), 


il? a £ 
equation 


admettra une racine finie vy dans le triangle fondamental ; et toutes 
les autres racines de |’équation sont équivalentes 47). Or, consi- 


7 


dérons la fonction p(w|1,79); ses invariants 94, g,-.. satisfont 


a la relation 
13 
Ss 


low 


or: 
2 ON < 

ony = 72 2) 
aay os S32 — 2783 


comme au n° 242, ceci exige qu’il existe un nombre i tel que 
Boe ey p= Moe des ie lafonction p(Au] A, Az) répond 
ala que ans et elle est déterminée sans ambiguité, car si l'on 
remplace t) par un de ses équiyalents, la fonction précédente ne 


change pas (n° 238). 


IV. — LA FONCTION MODULAIRE 42(7). 


261. Les fonctions modulaires. —- La fonction J(<) que nous 
venons d’étudier est la plus simple des fonctions modulaires : 
d@une facon générale, on désigne habituellement sous ce nom 
toute fonction 9(7) qui Joutt de la double propriété d’étre uni- 
forme enc, et d'etre reliée a J(t) par une relation algébrique 


S(9, J) =o. 6 


Ainsi, en vertu des relations (13) et (12), les fonctions £2(+ >) 
et k(=) ) sont des fonctions modulaires. Historiquement, l’étude 
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de ces fonctions a précédé celle de invariant J(<) : ce sont les 
fonctions \/k et Vk qui ont été utilisées par Hermite dans ses 
célébres recherches sur la résolution de Péquation du cinquiéme 
degré. 

La fonction £?(z) joue, pour les intégrales de Legendre et les 
fonctions de Jacobi, un rdle analogue a celui de invariant J(<) pour 
les symboles de Weierstrass ; nous dirons donc quelques mots de 
la fonction précédente. D’ailleurs, la théorie tout élémentaire que 
nous allons exposer se rapproche en beaucoup de points de celle 
de la fonction J(<), ce qui nous permettra d’abréger les détails des 
démonstrations. ' 

262. Les six transformations linéaires du module £2. — Consi- 
dérée comme équation en #?, l’équation (12) est du sixiéme degré ; 
nous allons montrer que les stx racines de cette équation s ex- 
priment par des fonctions homographiques de Vune quel- 
conque dentre elles. 
aw+b 
Cu +d 
plan positif (w); relions ces deux points par un chemin continu 
‘quelconque £ appartenant a (w). Lorsque + décrira le chemin &, 
J(<) décrira un chemin fermé le ramenant a sa valeur initiale, J (<0); 
Popération terminée, l’équation 


Solent t) ett, = St = deux points équivalents du demi- 


4 1a— RP key 
(129) IGcoN= oS ry gee Tee 
primitivement vérifiée par 4?, n’aura pas été modifiée ; par suite, 
pendant le déplacement du point zt, le point A?(z) aura décrit un 
chemin dont lorigine, 4?(z9), et Pextrémité, k?(7,), sont néces- 
sairement deux racines de (129). 

Inversement, nous allons montrer que, si l’on fatt varier de 
toutes les facons possibles la substitution S, Vexpression 
je — 

totd 
tinctes, qui, dés lors, coincident nécessairement avec les six 
racines de (129). 


) prend, en toul, six valeurs, généralement dis- 


A cet effet, rappelons-nous d’abord que nous avons posé 
(n° 256) 
€o— @3 plo + w’)— pw! 
ey— es PS Pn’ ‘ 
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k é f 2 Ae ita 
la fonetion pu etant construite avec les périodes 2w eb 20 = 27). 
Or, effectuer sur 7, la substitution S revient a remplacer 2 et 2 


\ 


par les périodes équivalentes 


: 201 =2a0'+ 2b, 
(16) 


2W, = 2¢ w+ 2d. 


Dans cette transformation, la fonction pu ne change pas; tout 
revient donc a calculer pw,, p(o, +) et pw’,. Or, convenons 


de dire que les deux substitutions 
p (ip : a’ b’ 
s=(¢ 1) as s=(% a) 


sont congrues entre elles (mod. 2) lorsqu’on aura (cf. n° 124, 


power) 


a= a b= 6; ° “cl =se &=d- (mod. 2). 


Il est clair que les transformés de k?(<)) par. deux substitutions 
congrues entre elles (mod. 2) sont identiques; on pourra done 
supposer que la substitution S a été remplacée par une substitution 
congrue, S’, et dont les éléments a’, b', c', d’ sont égaux a 0 ou 
ac 1. Mais, en vertu de (3), Pun des produits ad’ et b’c’ est 
nécessairement égal ao et autre & + 1, ce qui montre ques’ 
coincide nécessairement avec lune des six substitutions 


ue) bh iyo o —1 It! Oa 
’ ? et , > { A 
oO J oO I I 1 I oO I oO eae I 
Considérons, par exemple, la seconde; nous aurons dans ce cas, 
Vaprés (16), , 
po,=pw =e, plo + ©,) = p(2w + w') = es, 
pul, = p(ol+ 6) & ep; 


€,, 2, @3 seront done remplacés respeclivement par €4, 3, €2 el k?, 


€3— Co ke 
par Se SS Re 
€;— ey ki—y 


a 
w 
Or 
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Par des calculs analogues, on formera le Tableau suivant : 


en : 
i ( ) a C14, €2, 63 ke 
Oat 
if mole k2 
2 =) €1, €3, C2 —— 
(a +) 1> 35 k2—1 
Oo --I : 
3 =e €3, C2, &4 1—/? 
I (0) 
(A) a 
1 —I* 5 I 
4, == UN C3. 1, C2 Le 
I fe) k2 
€ 
7 (0) Le 1 
<8) = VU-1 2, €3, @y ry 
—1 tL; 1—k? 
be O ae I 
) ( = Cay Efy € = 
at ) ARS AS fe 


(En regard de chacune des six substitutions auxquelles peut étre 
‘congrue S, on a donné son expression en fonction des substitu- 
tions génératrices U et V, la permutation subie par e,, és, @:, el 
la valeur qui en résulte pour /?.) 

Les résultats exprimés par le Tableau suffisent a justifier notre 


; : hae ele > (a4 +6 
assertion ; les six valeurs généralement distinectes de k? ( 7) 
S . CT +4 
sont 
k? l I I 
Ws K2 ES 1— Fk, | Geman math =SS= coe 
(17) iohsanak : RB’ 1k’ B 


[en écrivant A? pour abréger, au lieu de k?(<))|. Effectivement, un 
calcul direct vérifie aisément que si Pune des six quantités (17) 
satisfait a (12), il en est de méme des cing autres. 

On reconnait dans les six quantités (17) les six valeurs du 
rapport anharmonique de e,, €2, €; elm: ce rapprochement n’a 
ailleurs rien d’imprévu, puisque les substitutions modulaires ont 
précisément pour effet de permuter ¢,, 2, €; de toutes les six ma- 
niéres possibles dans le rapport (13). 

En égalant successivement k? 4 chacune des cing autres racines 
(17) on verra facilement que deux quantités (17) ne peuvent étre 
égales que dans les deux cas suivants : 


\ 
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ye eo I, = ou 2; et alors les six racines (17) deviennent 
égales, deux par deux, aux valeurs —1, -, 2; les quatre points 
C1, C2, €3, ~ forment une division harmonique ; 
k ; et alors les six racines (17) deviennent égales, 


+773 


trois par trois, aux valeurs oe eee dit que les quatre pomls 


9 ye — LE tV3 / 
2, 


€,, @x, €3, © forment une division éguianharmonique. 

Pour cette raison, les fonctions elliptiques correspondantes sont 
dites, suivantle cas, du type harmonique ou du type équianhar- 
monique. 


Dans le premier cas, il résulte de (12) que J(t) = 1: gs est 
done nul (n° 240) et équivalent a7 (n° 254). Nous retrouvons 
les fonctions lemniscatiques [n° 67]; elles ont été construites par 
Gauss dés 1797, et il semble bien que ce sont les premiéres fonce- 
tions elliptiques qui aient été formées (cf. Gauss, Werke, t. IL, 
p: 404). Dans le second cas, on a J=0, gy =0, ett est équiva- 
lent a / (n° 254). 

Rappelons que dans les deux cas, il existe une formule de mul- 
uplication complexe (n° 254). 


263. Le groupe G et ses substitutions fondamentales. — L’exa- 
men du Tableau (A) conduit immédiatement a la proposition sui- 
vante : 


\ 
Pour que k?(<) reste invariant par une substitution modu- 
laire 5, tl faut et il suffit qwelle soit congrue (mod. 2) a la 
substitution unité; en d'autres termes, on doit avoir 


(18) Ste 2b ) 


y 2G} 9a 4-7 


a’, b', c', d' étant quatre entiers. 


L’inverse d’une substitution (18) et le produit de deux substi- 
tutions (18) sont encore du type (18); les substitutions modulaires 
qui conseryent A(z) constituent done un groupe (n° 243), ce qui, 
ailleurs, était évident @ priori. On dit que ce groupe, G, est 
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contenu dans le groupe modulaire I, ou encore qu’il est un sous- 
groupe del. 
, Nous allons établir que G dérive (n° 245) des deux substitutions 


fondamentales 
I 2 I oO 
P = = . 


Reproduisons la démonstration d’Hermite (Cours de la Kaculté 
des Sciences de Paris, 4° édition, p. 250). 
On a évidemment 


Pree [ee ' Qra TWi70. ; 
ON ERET ee 


ce qui montre d’abord que P et Q sont indépendantes ; désignons 


cd 


pine (a 2am + -) 


alors par S = ( 


a b a Reh F ? 
) une substitution quelconque de G; il 


viendra 


ec 2em+d 
Or, on peut déterminer l’entier m (2 om) de telle sorte qu’on ait 


J2am+6|<|a|; 


@ailleurs le cas de Pégalité ne peut pas se présenter, car a et b ne 
seraient pas premiers entre eux, et (3) ne serait pas vérifiée. On 


spma(@ b)as, 


aura done 


avec 
a=—a, |al<jea (et a,d,;— b\c,=1). 
On montrera de méme qu’on peut déterminer un entier rn tel 
que 
4 ~ a, by 
SP QOr= 8, Qr= d jas 
2 


avec 
|as|<| bl, b, =); 


Opérons sur S, comme sur S et ainsi de suite; nous formerons 
une suite de substitutions modulaires 
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satisfaisant aux conditions 


eS | Ag,g' | > | Oog+1| BS | dogi+| ase 
I] existera donc une valeur de g pour laquelle on aura, soit dg = 0, 
soit by = 0, ce qui permettra d’écrire 


(19 ) S= TP On P72 Qn ae P7727 Qj, 
f 


m, ou nr; pouvant étre nul, et T étant de l'une ou autre des deux 


Ge ay : o Ob 
we dye t= (° a 


formes 


\ 


Mais P, Q, 5 appartenant a G, il en est de méme de T, ce qui 
exclut laforme T,; quant a T,, elle vérifiera la condition ad =1; 
on aura donc a=1=d, et ¢ sera un nombre pair, 2g, ce qui 
donnera 

T079; 


égalité qui, jointe a (19), établit notre proposition. 


264. Le domaine fondamental de la fonction /4?(+). — Consi- 
dérons le domaine fondamental @ de la fonction J(<) et ses six 


Fig. 4o, 


0 1 


transformés par les substitutions 1,...,6 du Tableau (A); leur 
‘ensemble constitue un domaine d’un seul tenant @/ (fig. 40) tel 
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qu’en six points modulairement équivalents, appartenant chacun 
aun triangle différent de®’, la fonction A?(z) prend respective- 
“ment les six valeurs de la forme (17) qui, substituées au second 
membre de (12), lui donnent la méme valeur numérique. Les 
numéros de la figure 40 précisent la distribution des six valeurs : 
siz est un point du domaine 1(= @), la fonction 42(z) prend au 
point modulairement équivalent du triangle n la valeur donnée 
par la n*™ ligne du Tableau (A); on pourra se reporter aussi 
la figure 37. 

Ceci posé, nous allons montrer que si6 est un nombre quel- 
conque, il existera toujours un point 7 de i! et un seul, tel que 
Ton ait 


(20) k(t) —b=0. 
En effet, Péquation précédente entraine 


= fp2.( k: 3 sae 23 
1) [a ee ( ae b + b*) 


k*(s TF @z 5b by’ 


c’est-a-dire 

nen 4 (1— b+ 6?)3 
LE BO b(t OF 

Or, dans le triangle &, cette derniére équation admet toujours une 

racine vy et une seule; d’autre part, nous savons que l’une quel- 


conque des six racines de (21) est de la forme k? (; Sy, & A 
v0 


désignant Pune quelconque des six substitutions de (A). Considé- 
rons alors ensemble des points modulairement équivalents & Tp et 
appartenant a (/; ces poimts sont au nombre de six et appar- 
tiennent chacun a lun des six triangles de «/ : il en est done un, 
et-un seul qui satisfait 4 (20). 

Le domaine ()/ est donc bien un domaine fondamental pour la 
fonction 4?(<) et pourle groupe G; mais, afin de simplifier Pétude 
de k?(<), il est préférable de substituer a ©/ un nouveau domaine 
fondamental, ), symétrique par rapport aOy; la formation de ® 
repose sur la remarque suivante : 

Soient Run domaine contenu dans (d/, et C la frontiére com- 
mune a (et R; appelons R’ et C’ les transformés de R et C par une 
substitution S de G. Formons alors le domaine ()" = «&' —R-+-R’, 
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en convenant, par exemple, de regarder C comme appartenant 
a ®’, et C’ comme étrangére a ©": il est clair que dans ()" ’équa- 
tion (20) aura une racine et une seule. D’ailleurs, on pourra pro- 
céder sur ©” comme sur @’, et en déduire de méme un nouveau 
domaine fondamental. 

Cela étant, prenons pour R la portion de (@’ satisfaisant 
A x >1, et pour R’ le transformé de R par P~'; puis, du domaine 
résultant, supprimons la région x?+ y?< x, et remplacons-la 
par sa transformée par Q-'; nous obtenons ainsi un do- 
maine ©, symétrique par rapport a Oy, et représenté ci-contre 


Figs 41 


be ee eee ee ee 
= 


I~. 
iy 
t 
‘ 
‘ 
‘ 


\ 
\ 


fat 
SR EN bles reine ar a ee 


x, 
\ 


Be; 
‘ 
‘, 
\ 
‘ 


(sur la figure 41, les numéros ont la méme signification que sur 
la figure 40). D’aprés la convention adoptée plus haut, les points 
de la fronuére de ©, qui sont considérés comme appartenant 


a ©, sont ceux qui satisfont a #20. On observera dailleurs qu’a 
° Koy" 1 ie | a 
tout point v’ du cété RON de ® correspond un point 
(22+ y2=—o@ 
De Y ; 
M bs Ar ~ ne PS 4 ~ ’ A+ 5 
7. He f équivalent par rapport a G, et situé sur le cété 
Weems ctie et on verra sans peine que les points 7! et 7’ sont 
jat+yr=a)? P 1 P OE SERIA oh 
symétriques par rapport a Oy. 
Ces propriétés rapprochent le domaine ® du triangle &; c'est le 
domaine ® que nous adopterons comme domaine fondamental 


pour la fonction k?(z) et pour le groupe G. 


265. Distribution des valeurs réelles de k2(7). — D’aprés (13), 
$1 7, cl Ty sont symétriques par rapport a Oy, k2(<,) et k2 (t2) sont 
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imaginaires conjugués ; sur ’axe imaginaire, k?(7) est done réel ; 
et, puisque sur la frontiére de ®, k?(<’) et k?2(z") (n° 264) sont 
a la fois égaux et imaginaires conjugués, leur valeur commune 
est réelle. Ainsi, k2() est réel sur Oy et cur la frontiére positive 
de ®, et en ces points seulement de ® [cf. n° 253]. 

Etudions d’abord la variation du module sur l’axe imaginaire, 
ce qui est le cas le-plus important pour les applications. D’aprés 
(13), A?(<) tend vers o quand z s’éloigne indéfiniment sur Oy; 
d’ailleurs aux points iy et ty~', A? prend deux valeurs dont la 
somme est 1 [Tableau (A), lignes 1 et 3]. Pour s=0, on a 


I 


done 4? = 1, et pour <= 2, kA? = -- Comme plus haut (n° 258), 


2. 
on voit que si l’on fait 7 = vy, k?(<) croitra constamment de o a 1 
quand y décroitra de + ao. 

Ce cas étudié, il suffit de rapprocher la figure 41 du Tableau (A) 
pour obtenir les variations de k2(z) quand = décrit la frontiére 


Fig. ho 5 


‘. 
., 
- 


-1 0 +1 


de ®. Ainsi, quand 7 va de oa +1 sur la demi-circonférence 


Toe : R 
——, k? croit de 


“* -- y? — £= 0, en passant par le point += 


2, 


1 a+ % en passant par la valeur 2; et pour 7 =1 + ty, k? eroit 
de —o ao lorsque y croit de 0 4+-o; il est égal 4.— 1 pour 
een ee aa A 


Ces variations sont indiquées sur la figure 42. 


Enfin, comme précédemment (n° 259), en étudiant les varia= 
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tions de argument de k~?(7) — @ sur la fronuiére de ®, on véri- 
fierait qu’a toute valeur (diflérente de o, 1 ou @% ) attribuée a /k? - 
correspond un couple de périodes 2K, 27K’, telles que les fonctions 
de Jacobi construites avec ces périodes admettent précisément /° 
pour module (cf. p. 439); ¢’est la justification du postulat du n° 97. 
D’ailleurs, on pourra toujours choisir K et K’ de telle sorte que le 


multiplicateur ¢ des fonctions (n° 94) soit égal a 1. 


266. Transformation du premier ordre des fonctions de Jacobi. 
— Servons-nous des résultats précédents pour rechercher ce que 
deviennent les fonctions snu, cnu, dnu de Jacobi quand on rem- 


place le rapport t = S par un de ses équivalents relativement 
aT; @ailleurs, nous supposerons essentiellement que le multt- 
plicateur est égal a 1 pour toutes les fonctions qui figureront 
ci-dessous. 
Dans ces conditions, une fonction de Jacobi est pleinement 
déterminée pour toute valeur attribuée a £2; si lon effectue sur + 
toutes les substitutions du groupe modulaire I’, la fonction prendra 
en tout six formes distinctes; elle ne pourra rester invariante que 
par les substitutions du sous-groupe G de fr. A cet égard, les 
fonctions de Jacobi se comportent done moins simplement que la 
fonction pu de Weierstrass, qui reste inyariante par une substi- 
tution modulaire quelconque ; et l'on pourrait montrer que si l’in- 
version des intégrales ellipuques (Chap. VU et VIIL) est plus 
simple par les fonctions de Weierstrass que par celles de Jacobi, 
la raison en tient essentiellement au fait qui yient d’étre signalé. 
Chacune des six formes que peut reyétir une fonction de Jacobi, 
soumise & une substitution modulaire quelconque, s'appelle une 
transformée du premier ordre de la fonction; pour déterminer 
les six transformées de ces fonctions, il suffit évidemment de 
rechercher effet des substitutions fondamentales U et V (n° 249). 


I. Transformation des fonctions de Jacobi correspondant 
a@Uz=7-+1. — La substitution précédente remplace g = e*!* 
par — q; K et K’ deviennent respectivement 


Kye AY” Veter DAK Seen Rien Re 


le facteur 4 devant étre choisi de facon a vérifier la condition au 
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multiplicateur, Or, d’aprés les expressions des fonctions enuiéres 


de Jacobi (n° 75 et 76), ona 
Ti 
H (Aw|AK, AK'— 21K) = e * H (u|K, cK’), 


Te 


Hi(Aw] XK, AK’ — 2K) = e* Hy(u| K, ¢K’), 
8 (Aw |AK, AK’—2t7K)= Oy (u| K, ck’), 
0; (Aw | AK, AK! — 47K) FSC se CN Ih 


| 


et la condition au multiplicateur s’écrit (n° 94) 


aK 


- 
iv 


= @2(0] AK, 4K’ — ACK) = 62(0| K, 7K’), 


mais on a 


ok ee 
— = 07(0|K, 7K), 
a : 


puisque le multiplicateur des premiéres fonctions était lunité ; le 


rapprochement des deux équations précédentes donne K.=k! 


c 


(n° 85); de plus, le nouveau module /, est égal a 


Hz(o| AK, AK —ACK’) tk 
@2(0[AK, AK—AK’) XK’ 


On en déduit finalement 


oP (Wu; =)= peey) 


\ ky dint; k) y OI, C 
en Kk u: tk Aw en(u; k) oat ies 4 
v U5 Ep= dn(w; hk) Ke I 
eemel ke I aes RAR Tie ) 
an(A ut) = ACHES 


ll. Transformation des fonctions de Jacobi correspondant 


a v ‘ I * 2 Fe i iy 
a Vz=—-- — La substituuon Vz = — i remplace K et K’ 


par UK’ et uk; au facteur vu prés, les formules de transformation 
\ t ) i i ’ 

pour les fonctions entiéres de Jacobi ont été données au n° 82; on 
en déduit aisément : 


COTS ler das Rr ge ge Se 
= pi 8i(o|K, cK) = — —, 


aw 


Wot »—=1; @ailleurs, le nouveau module x, est égal ah’, et Von 
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Passi hy ae On trouve aisément : 


; ‘ .sn(u; k) 
SOE OS hae toe 
Z Z I Kg ae 
Cues we = CRs By Cae 
dn(u: k) 


dn(tu; Ie, = cn(u; k) 


Sous une autre forme, les relations ont été écrites au n° 107. 
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1. Les intégrales 


L =[% (ds? = dx? + dy”), A=f ee 
wa eee us 


sont des invariants pour les substitutions linéaires a coefficients réels : en 
d’autres termes, la premiére (ou la seconde) reprend Ja méme valeur pour 
deux arcs de courbe C, C’ (ou pour deux domaines, D, D') transformés 
Vun de l'autre par une substitution |linéaire. Ces invariants sont appelés 
la « longueur non euclidienne de lVare C » (ou «laire non euclidienne du 
domaine D»). 

Evaluer aire non euclidienne du triangle fondamental ©; et, plus géne- 
ralement, montrer que l’aire non euclidienne d’un triangle limité par trois 
circonférences orthogonales a l’axe réel, et se coupant sous les angles ~, 8, 7 
est égale 4 m—(a+6-+y). 


2. Une substitution linéaire a coefficients reels est dite elliptigue lorsque 
ses points doubles (n° 243) sont imaginaires conjugués, parabolique lors- 
qwils sont confondus, hyperbolique lorsqwils sont réels. Montrer que, 
lorsqu’une substitution modulaire est elliptique, elle est de la forme SVS-!, 
ou SCVU>1)S~1 ou S(UV)S—!, S étant une substitution modulaire quel- 
conque; si la substitution modulaire est parabolique, elle est de la forme 
SUrs—t. 

| On peut s’appuyer sur ce fait que les coefficients a, 6, c, d de la substi- 
tution vérifient dans le premier (ou le second) cas la condition 


jatd|<(ou=)2; 


on peut encore remarquer qu’un point double de la substitution est néces- 
sairement équiyalent a un sommet de &. | 
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3. Soit © le «demi-triangle » dont les points appartiennent a G et satis- 
font a w20; on désigne par t) Vimaginaire conjugué de 7: montrer que 
les opérations 


7’ =—%, tT =—wW+i, tT = Ty! 

représentent des réflewions (symétries ou inversions) par rapport aux 
cétés de &’. Le réseau modulaire (n° 230) peut étre subdivisé en un réseau 
de demi-triangles qui se déduisent tous de G’ par des réflexions successives 
sur les cétés des demi-triangles du réseau. 


4. Verifier a Vaide dela formule (t2) que J —1 est le carré d'une fonc— 
tion rationnelle de k?. 


5. En groupant convenablement les termes des séries g2(w,w') ou 
2 7 
&3(,’), montrer directement que g2 (ou g3)s’annule pour 7 = /(ou7 = 2). 
[Par exemple, pour 7 = 2, on groupera dans g3(w, »’) les termes d'in- 
dices m,n; — n,m). 


6. Chercher le signe de ¢ dans J(<) lorsque t est intérieur a © et n'est 
pas sur Oy. Probléme analogue pour A2(<), quand < est intérieur a (). 


7. Etudier la fonction inverse <(J). — Cette fonction est partout holo- 
morphe, sauf aux points o, 1, © ot elle est multiforme. La fonction posséde 
une infinité de branches qui se déduisent de l’une quelconque d’entre elles 


par les substitutions de Tr. — Que devient <(J) quand J décrit un contour 
ferme autour: dexJr— 0,0 =1 OllJi—"60" 


7 
l'Dans le voisinage de J =1, par exemple, ona t=71 + a(J—1)? +... 


u 


8. Si Von désigne par v’, ”, cles dérivées successives de la fonction z(J), 


lexpression 
ae Se aENG 
fe 2\ 


reprend la méme valeur pour deux branches quelconques de la fonction t( J) : 
c’est une fonction uniforme de J qui ne peut avoir comme singularités que 
J=o, J=1, J=~x. Montrer que J=o et J=1 sont des pdles de la fonc- 
tion, et que J = « en est un zéro. En déduire que la fonction cherchée a 
pour expression 

3 23 


A 
gets BS ee ee eee NS 
AC is g J? ee 8(J —1)? a 72I(1— J) 


[La conclusion résulte de ce que la différence entre la fonction cherchée 
et R(J) est de la forme AJ-!+ B(J —1)-' et devrait admettre J=~x 
comme zéro triple. | 

Former lVéquation différentielle du troisiéme ordre vérifiée par la fonc- 
tion J(7). ‘ 
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9. Théoréme de M. E. Picard pour les fonctions entiéres. —- Mon- 
trer qu'une fonction entiére f(z) prend nécessairement a distance finie 
toute valeur finie, a l'exception peut-étre d’une au plus. 

\ 


Sil y avait deux valeurs exceptionnelles A et B, la fonction 


rores[As4] 


serait entiére, avec le coefficient de ¢ toujours > 0; et e’?'2) ne satisferail 
pas au théoréme du n° 7; pour plus de détails, voir E. Picarp, Traité 


d’ Analyse, 2° édition, t. II, p. 251 et t. III, p. 365. 


10. Rechercher les substitutions fondamentales de VT par la méthode du 
n° 263, et celles de G par la méthode du n° 239. : 


11. Montrer que dans le domaine @, l’équation 4?(<) — a =o a toujours 
une racine, en étendant la méthode du n° 259 (voir aussi WHITTAKER et 


Watson, Wodern Analysis, 2° édition, p. 475). 5 
? Ai ) >~P / 


12. Soit A(z) =4+78 (x et 8 réels); trouver la relation que vérifient 
z% et & lorsque t est sur un cété du réseau modulaire (n° 250). 

[On s’appuie sur le tableau (A) et sur le fait que k2(>,) et A2(<2) sont 
imaginaires conjugués (n® 265); par exemple, pour 
Rl=n] 


=—- | = 1, On trouve 


13. On fait tendre 4? vers o ou vers 1; rechercher les limites des fonc- 
tions snu, enw, dnu, sans l’appuyer, comme au n° 98, sur l’égalité (16) du 
NA Tic 

[ Pee exemple, pour A?=0, + est équiyalent, relativement a G, au 
sommet infiniment éloigné de ®; on peut done prendre A(K': K) = +o; 
q tend vers 0; et l’expression de snu au moyen de H(w) et O(w) montre 


* 5 he Ce 
que la limite de snv est sin SK I" 
2K 


So 


NOTES. 


cies 


NOTE I. 
DEMONSTRATION DU THEOREME DE LIOUVILLE. 
i] 


Dans l’Ouvrage, nous avons admis sans démonstration (n° 7) que toute 
fonction entiére f(z) dont le module reste inférieur a un nombre fixe, 
quel que soit vu, se réduit nécessairement a une constante. Pour établir 
ce théoréme, supposons que dans le développement taylorien de f(u) 
autour de wo, les coefficients -de wv, w?, .... uw?! soient nuls, celui 
de u’(m21) ne Il’étant pas; on aura done 


J(u) = Cy U( Cpt Cro ulti +...) Scot uu? fy (v). 


Tout revient 4 démontrer que Vhypothése cy, 4 o est inadmissible. 

Or | f(w) | restant borné quel que soit wu, il faut que f;(w) tende vers 
zéro quand |w| croit indéfiniment; on pourra done décrire un cercle 
C({w| =R) le long duquel on aura 


(1) [fi:(4) |< en}. 


Mais la fonction | f;(w)| est continue pour |w|2R; elle atteint done son 
maximum dans Cen un point dé, tel que | wp |S R. Et Pégalité f;(0) = cp rap- 
prochée de (1) exige | wy) |< R, ce quiest absurde, en raison des propriétés 
des fonctions harmoniques. | 
Si lon ne veat pas invoquer cette derniére théorie, on remarquera que 
dans le yoisinage de uy, on peut écrire 
k ‘ 

. a pak gw oer 3 
file) = fi(uo) + hplu — Up)? [r+ Es (W—uUo)+... Ch = 0))3 
Vargument de f;(w)— 7, (uo) différe done arbitrairement peu de celui de 
kpy(u— uy)? dans le yoisinage de wo, et | /;(w)| ne peut étre maximum 
EN Uo. 


—————— 


NOTE II. 
IMPOSSIBILITE DE L’EXISTENCE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE 
AVEC DEUX PERIODES DONT LE RAPPORT EST REEL. 


Soit F(w) une fonction analytique d’une variable imaginaire avec deux 
périodes w’ et w dont le rapport est réel 


w b 
Ba i 
w a 
aetb étant réels. Si l’on fait 
a3) 
u= By 
a 


quand z augmente de a, w augmente de w, et quand z augmente de b, 
wu augmente de w’. La fonction 


w 
f(2y=F(S <) 


admet les deux périodes réelles a et b. Nous allons démontrer la propo~ 
sition suivante : 


Ou bien les périodes aet b se réduisent a une; ou bien la fonction f( 2) 
est constante. 


En effet, Ja fonction admettant les deux périodes a et b admet égale- 


ment toutes les périodes 
: Ma+Né, 


ot Met N désignent deux entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls. 

Considérons un axe Owet construisons surcet axe un segment OA égalaa. 
Si lon prend, sur cet axe, un point d’abscisse x, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou négatif de telle fagon que le point 


f= oe Ue 


soit a l’origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 
logue de x. Alors considérons les points d’abscisses 


DO Oe eS OM toe 
et leurs homologues 


rj= b+ m,a, t= 20+ mya, SNe Ly, = nb my, a, 
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tous situés sur OA. Toutes les quantités 7, @2, ..., ® et toutes leurs 
différences ay— vy sont des périodes de f(z), car elles sont toutes de la 
forme Ma+N6, M et N étant des entiers. 


Fig. 43. 
= -@— +—+ +—@ —____e—_____--____ 
0 4 We A Dy eau ila wed) e 20 
Si tous les points a1, 2, ..., Zp, sont distincts, il en est au moins deux 


x, et Z, dont la distance est au plus égale 4 -——, soit : 
n—t 


a 


O< Xy— ay ; 
“SS v B= ieee 5) 
en effet, sil’on divise le segment OA en n —1 parties égales, il existe né- 
cessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la période 
a 


< 
Op = Ly —Xu., On = ? 


ri 
et l’ona 


S(Z+ Wn) = f(%). 
Faisons croitre maintenant 7» indéfiniment. Deux cas sont a distinguer ; 


1° Quelque grand que soit n les points 21, %2, ..-, @_ sont distincts : 
alors la fonction admet une période w, différente de zéro mais aussi 


- La fonction est une 


petite que l’on veut, car elle est au plus égale a 
“ n--t 


constante : en effet, on a 


F(s + on) — f(4) 


Wp 


=O; 


quels que soient z et n. Quand n augmente indéfiniment, », tend vers 
zéro; f(z) étant analytique, le rapport figurant dans le premier membre 
tend vers la dérivée f’ (zs) et l’on trouve 

* 


Bale)" On See— CONS tat 


2° Il existe une valeur de 7 telle que deux des points 21, %2, ..., Lp 


soient confondus : 
y= Hy, = 0. 
On a alors 
vb + mya = pb+ My,@, 
relation de la forme 


(1) pa+ qb =o, 


petg étant deux entiers que l’on peut toujours supposer premiers entre 
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eux, car on peut toujours, dans la relation (1), diviser les deux membres 
par les facteurs communs a p et g. Dans ce cas, les périodes a et b se vé-- 
duisent a wne. En effet, p et g étant premiers entre eux, il existe deux 
autres entiers p’ et q' tels que 


(2) RESTA 
Désignons alors par c¢ la quantité : 
(3) pa+tqb=c; 
¢ est évidemment une période de f(s); d’autre part, en résolyant les rela- 
tions (1) et (3) par rapport a a et b, on a, d/aprés (2), 
a=— gC, b= pe; 


les périodes @ et 6 sont done des multiples dune période unique c. 


ADDITION A LA NOTE II. 
IMPOSSIBILITE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE AVEC TROIS PERIODES. 


Imaginons une fonction analytique f(z) @une yariable imaginaire z avec 
trois périodes a, 8, y dont les rapports sont imaginaires. Nous allons 
amontrer ou que la fonction est constante, ou que les périodes se réduisent 
a deur. 

Remarquons d’abord que la fonction admet comme périodes toutes les 
«quantités 


(1) Mz+N8+ Py, 


M,N, P étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Construisons ensuite, 
‘dans le plan représentatif des imaginaires, le parallélogramme des périodes 
a et B, OABC, ayant pour sommets les points 


0, ae BY eB 


Un point quelconque z du plan a, dans ce parallélogramme, un homo- 
logue Z : é 
C=s+la+ mB, 
¢ et m élant des entiers, convenablement choisis. 
Considérons alors les n2 points 


ye OTT CONG: rar rea 
ou n est un entier, et leurs homologues 
Me AW y+the +m, 8, 


S2= 2y+ha +mp,8, 


Spi n?y + Ups + Mn28. 
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La fonction admet comme périodes. toutes les quantités 3), 32, ..-, 3n? 
et les différences de ces quantités deux a deux, car ces quantités: et leurs 
différences sont de la forme (1). 


Fig. 44. 


Appelons A la longueur de la plus grande diagonale du parallélogramme 
OABG. Si tous les points 


(2) Bi, 52, ee yg Sunt 


sont distincts, il_enest au moins deux zy et Sy dont Ja distance est moindre 


que - En effet, divisons les cotés OA et OB en (n —1) parties égales 


et menons par les points de division des paralléles aux cétés du parallé- 
logramme OABC: nous décomposerons ce parallélogramme en (7 — 1)? cases 


: i . 
égales entre elles ayant pour grande diagonale yy) sur les n? points (2), 


il en est forcément deux, au moins, 3, et zy, dans une de ces cases. Leur 
v 


distance est alors moindre que - Analytiquement, le module des, — zy, 
i — ki 7 


est moindre que - La fonction admet done la période 


Til 


Opn = Sy — Su, 


dont le module est moindre que 5 


JU} 


h 
Bia 


Wt 
Deux cas sont a distinguer : 
1° Quelque grand que soit nv, les points (2) sont toujours distincts. La 
fonction admet alors une période non nulle w, dont le module peut devenir 
aussi petit gue l’on veut. Elle est constante, car, f(s) étant analytique, 
Pégalité 


fle on) f(a) _ 


Op 


Oo 


donne, pour 7 infini, 


f(a) =o. 
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2° Pour une certaine valeur de », deux des points (2), 4 et Zy, coin- 
cident. On a alors 

vy + lyat myB = py t+ lye t+ mB, 

relation de la forme 
(3) Pe kG BA-PY— 0, 
P, 7,7 élant trois entiers qu’on pent toujours rendre premiers entre eux 
dans leur ensemble en divisant (3) par les facteurs communs a p, q, 7. 
Les périodes se réduisent alors a deus. 

En effet, appelons s le plus grand commun diviseur de p et q : on peut 
déterminer des entiers p’ et q' tels que 
(4) PY — dp =. 


Posons 


(5) 


a et & sont des périodes de la fonction, car £ et é sont entiers. Les équa- 


tions (5), résolues par rapport a a et 8, donnent — 


a ga — t b, 
(6) = 
6=—p'a+ = b, 
et la relation (3) devient 
(Cap Sa+ ry =0, 


s et r étant des entiers premiers entre eux. On peut alors choisir deux ~ 
entiers r’ et s’ tels que 

iS —=.9T =i 
et en posant 


(8) SQ -EIrny =A, 
c est une période. On tire de (7) et (8) 


Cae. OG, 
dot enfin, daprés (6), 


Y=— se. 


Les trois périodes se réduisent done aux deux 6 et c. Cette démonstra- 
tion est empruntée a Riemann (gesamm. Math. Werke, 2° éd., 1892, p. 2943 
CEuvres, ..., trad, par L. Laugel, 1898, p. 300). 


—o 


NOTE III. 


SUR LES DEVELOPPEMENTS INFINIS DES FONCTIONS CIRCULAIRES 
ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. | 


Au début de l’Ouvrage, nous avons admis sans démonstration que les 
fonctions sinw et cotu peuvent étre représentées par les développements 
infinis (8) et (g)(n° 15). Dans cette Note, nous établirons d’abord que les 
développements en question représentent bien ces deux fonctions. 

La méthode que nous emploierons consiste a démontrer directement que 
le développement (g) satisfait a la méme équation différentielle que la 
fonction cotw. Pour obtenir ce résultat, nous nous appuierons sur la 
convergence absolue d’une série 4 double entrée, dont nous calculerons la 
somme de deux facons différentes; l’un des deux modes de calcul exige la 
sommation d'une série simple que nous effectuerons en utilisant la pério- 
dicité du développement (q). : 

Cette méthode, que nous croyons inédite, nous parait étre une des plus 
simples et des plus élémentaires qu'on puisse employer pour développer 
sinw en produit infini. 

Dans une seconde partie de cette méme Note, nous montrons que la 
méme méthode s’applique a la fonction pu (cf. Bull. Sc. Math., 2° série, 
t. XXXVIII, 1914, p. 251). En d’autres termes, nous établirons directement 
que la série double qui définit cette fonction satisfait a l’équation 


I 
lA . 
y= Oy? — 5 on 


tandis que, dans lOuvrage (n° 31), nous aurons dui invoquer le théoréme 
de Liouville (n° 7) pour établir ce résultat. 

Dans un Mémoire fondamental a plus d’un titre (Journal de. Crelle, 
t. 35), et antérieur aux travaux de Weierstrass, Eisenstein avait défini les 
fonctions circulaires et les fonctions elliptiques par des développements 
infinis qui en laissaient apparaitre la périodicité; puis, il avait démontré 
directement que ces développements satisfont a des équations différen- 
tielles algébriques du premier ordre. Son analyse est toute différente de 
celle qui va suivre. D’ailleurs, ses calculs, qui font intervenir des relations 
différentielles du troisiéme ordre pour la fonction cotu, et du cinquiéme, 
pour la fonction pw, sont dune complication exagérée; de plus, au point 
de vue de la rigueur, son exposition est sujette a critiques. 
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Dans le méme ordre didées, nous signalerons une belle démonstration 
d'Hermite (OEueres, t. WM, p. 221) qui établit directement que les déye- 
loppements en séries trigonométriques de snw, enw et dn satisfont aux 


équations oe 
eM Ea y' == 24; g' = — ke xy. 
1. — DEVELOPPEMENT DE SINTU EN PRODUIT INFINI. 


Considérons la série 


+0” +o 
( I + bof I I tis . I 
I y= — + —)=-4+ 22 s SS 
) J u ue ut n u ?— Te 
71, ret 
+o 


en la comparant a la série > n—?, on yoit aussitot quelle est absolument 
nu=1 

convergente, et quelle est uniformément convergente dans tout domaine 
borné 6) du plan (w). Elle définit une fonction impaire de u, f(w) qui 
admet les poles w=o0, #1, +2, ..., En, ..., et qui-posséde évidemment 
la période 1. 

La série étant absolument convergente, on peut en exprimer le carré 
sous la forme 


yy 


+ 2 +20 
1 I I 
(2 eat ree Yaa Hie ¥ 
oe v ee 4 Tae TR »(u?— n?)? 
w—1 r= 1 


; I 
+ 8u? . ——————_______—____ 
1 (u2— m?)(uw2— n?) 
ou, dans S, les entiers m, n satisfont aux conditions 
m>o, 105 m>n, 


De méme, la série déduite de (1) par différentiation terme a terme étant 
uniformément convergente dans ®, on peut écrire 


+0 + 00 
I ~~ I ’ I 
U 
co aerial ye AD ——__—. 
y U2 u2— n2 : (uz — n2)2” 
Wok 


Wesel 


aes 
~~ 


el, par suite, on déduit de (2) et (3) la combinaison ; 


(4 pas a 
0 £ sie Ban e 1h 239? 2 — ee) 


=s 
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Pour simplifrer le second membre de (4), observons qu'on a 


s Se 1 I 
. 2d, foe rones Cn? — m2)? — my 


I 
=). Gao ee) Cte — n2)? 


oll, dans So, m et n satisfont aux conditions 


m> o. n>-0, WY A Tee 


Or la série double XY, est absolument convergente ou non en méme temps 
que celle de terme général n-2(m?2—n?)-!; mais, pour m et n> 0, on«w 
| m?— n?| > (m—n)?, et, d’'autre part, la série double de terme général 
n-2(m —n)-? est évidemment convyergente, ce qui entraine la convergence 
absolue de ©5. Dés lors, on peut intervertir les termes dans E2 et écrire 


+ 0 +0 
I I Q [ 
(6) y oS yo ES 
2 (22— mM?) (uu? — n?) te —— 2 72— mm? 
n=1 m=1 
; (mn) 


I : nie Se 
Pour calculer y ———5 -nous nous appwierons sur la périodiciié 
: n?— 1 


12 


de f(u). Posons uw = n+ <3 il viendra 


+- 20 
I 2(n +e) 1 I 
e)=f(n+e: =-——+)® et Ee 
Fe) =F Ne peu (Vet tee eo ane 
a ss Gee 
(m En) 
dott, puisque f(<) est impaire, 
+ 0 
» I Es 3 
n2— mz —~ hives 
m=1 
(nr 54 n) : 


L’application de ce résultat aux équations (6), (5) et (4) donne aussitot 


+ 2 
: T 
(7) oo tes Pa 


m1 
Désignons le second membre de (7) par — @?; on pourra écrire 
y=acot(au+ bd); 


mais y est impaire et n’admet pour poles que les points w=o0, 1, 
B=) she on a dOnc-0 = Ole @ a 0 OU 


yr rconu. 
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Il est aisé de déduire de ce résultat le développement de sinzwu en pro- 


duit infini, Car la série 


1 ‘ 1 I : 
! Sues age ee SEN ESD a ee 
a) u ta z =) ( ; ; ) 


étant absolument convergente, on peut en former la somme en groupant 
les termes pour lesquels n prend deux valeurs opposées, et l’on retombe 
alors sur (1); mais cette derniére étant uniformément convergente dans tout 
domaine borné, on peut intégrer (1), ou (1'), lerme a terme entre 0 et u, 


ce qui donne 


) ! 
SsInTU u u 
Log" =) Log{1— —)+ = (SES ee 
Ul n n 
1 Mm - 
: u\ on 
Sin Tu = TU 1— —]e (Cie ss ey SS Os) 5 
n i 


ala notation prés, c’est le développement (8) du n° 15. 


dot 


II. — ForMATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA FONCTION PU. 


Soient w et w’ deux nombres dont le rapport est imaginaire ; considérons 


toutes les quantités 
a=2Mo+ 2nw’, 


b=2pHo +2qw, 


ou les entiers m, n, p, q vérifient les conditions 


(8) n2o Gell 70s tio) = 
(9) q2o0 (et p>o, sig =o), 
(10) m—p=o ou Nn — 9 AO: 


Soit w une quantité complexe n’appartenant pas a l'ensemble des 
nombres a (ou 6). Pour ne pas interrompre la suite du raisonnement, nous 
5 Lar , , n . Pane x 
allons démontrer d’abord la convergence absolue des séries & quadruple 
entrée dont les termes généraux sont 


p(m, n i SS EL BOONE eA ie Sei 
Ag aie LP 62(@— b2)?(w— a2)?’ 


3a*—14a2b2+ 3 b* 
wim, nr, p,q) = a? b?( a? — b?)3(u?— a2) 


Or ces séries sont absolument convergentes ou non en méme temps que 


sp eal ia lec 


. 


es 
NJ 
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celles de termes généraux 


Vie = 3 62— a2 - 3 2 
ems Prd) = Rab a) | aoa oe 
r, _. 3a*—=14 72 b? + 3 bt 3 ; 8 
wm, NP; 7) = a b? (a2 — b2)3 = a‘ b? (a? — b?) ~~ at(a2— b?2)3- 


Mais il est aisé de voir que les séries de termes généraux 
1 

Sar ee ae 

a‘ b?( a? — b2) 


" I 
P Ais Myhp, Gi Bb ato? 


VERN eS DG) = 


8, CNT, 2h,- Deg) = Ses ee 5 
a? (a? — b?)3 


sont absolument conyergentes. En effet, soit 6 la plus petite des quantités 
Jamw + 2nw'| ott les entiers m et n varient de toutes les maniéres pos- 
sibles (sans prendre en méme temps la valeur 0); ona 


far 82] > Sfal set a2 b2 |S 8 ]'S| 


(car l'une des quantités |a — b|, [a + b| est supérieure a a, par exemple, 
et l'autre est au moins égale a 6). Il en résuilte 


x “A T 


[el < syarpe]” lw" < see] abs |’ 


ce qui assure la convergence absolue des deux premiéres séries (cf. 
Note IV). Pour la derniére, posons b —a=c, b+az=dyil viendra 


4 & 4 
= [edt(d—cp| > & 8] ota? | : 


ce qui entraine la méme conclusion. Les séries a termes généraux ¢ et ww 
sont donc absolument conyergentes, et, par suite, il en est de méme de la 
série dont le terme général est 


Vv ee 2(3.02 — a?) _  sat*—1f§ a2 b? + 3b+ 
: (m, Nn, Ps q)= b2 (a? — 6?)?(u2— a2)? = a? b? (a? — b?)3(u2— a2). 


Cela étant, considérons la fonction 


I : I I 
OW eS y See 
J wu (w— a)? a 


introduite au n° 2f. Le rapport »’ ; w n’étant pas réel, nous savons que la 
fonction précédente est méromorphe, et de périodes 2» et 2w’. Or, la 
série étant absolument conyergente, ajoutons les termes pour lesquels a 
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prend deux valeurs opposées; il viendra 
lo 22 u2(3a2— u?) 
a —__—_—_____—_ » 
d u> >; a*(u2?— a?)? 


l'indice 1 signifiant que m et n doivent yérifier (8). On a évidemment le 
droit d’écrire 


) u++ 6a72u2+ a’ 
(11 5p" nor >. Sia 


et 
9 2 2\2 he 
I 3a2?*— u? : (3a?— u?)? sae 
12 pu = — + G4 et ht i el Sut A 
Cte ut Dien 1 a*(u2?— a?) 2 


en désignant par A la série quadruplement infinie 
oon (3a2— u?) (36?— u?) 
— se ; = 
a? b>( u2— a?)2(u?— b2)2 

Vindice @ signifiant que m, n, p, gq doivent satisfaire aux conditions (8), 
(9), (10), et que, de plus, si l’on a écrit le terme (m,n, p, 7), on ne fera 
pas figurer le terme (p, g, m, n). Nous allons simplifier expression de A. 

Or la série de terme général V(m, n, p, g) étant absolument conyergente, 
on peut en faire la somme en groupant les termes d’indices (m, n, p, q) 
el (p. g, m,n): on obtient ainsi A: mais on peut encore éyaluer la somme 


de Ja série en groupant tous les termes pour lesquels m et m sont constants, 
puis en faisant la somme des résultats. On trouve ainsi 


ji a? 

a Sie pa eee: 
3a*—14a2b2+ 30+ 
1 2 at an ee = oiai ie? 


Vindice 3 signifiant que p et g doivent vérifier (g) et (ro). Il s'agit done 
de calculer 


o 362— a2 3at+— 14.a2 624+ 36% 
es a ania oa = b2(a2— 62)3 < 


C’est ici qu’intervient la double périodicité de pu. Posons u=a-+-<; il 


viendra 


Sei: gen I (a+)? [3 62—(a+:)?] 
Die = pCa) (oon RUC Ses ee 
I I 2 
Hid RT TL PGK Se 
e+ (2'@ +- =)? a> 


écrivons que.le terme constant ct le terme cn ¢ sont nuls dans le dévelop- 
pement suiyant Jes puissances croissantes de ¢; nous aurons 


5 2 2 
La gy oh i.e ee 
(as 16.a* 
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Mais ona 
4 : J=2k— 31, 


on trouve donc J =o et, par suite, 


ae, at( epee 


L’application de ce résultat a (12) Bonne: en vertu de (f1), 


, u*— 20a? u?+ 10a I I 
ee ee oe 4 8k 10 1) a 
hood 4 


a al OP? \3 


x’ ot la méme signification qu’au n° 21. Posons, comme au n° 31, 


I &2 
wee AERA 
ak Oo 
il yiendra 
pu=b6pu— =. 


Dés lors, la fonction pu satisfait a une équation de la forme 
) d q 
st : 
Y= hI — Bol — 2's, 
et, en faisant w=, on trouve 


63140) -—5* 


NOTE IVY. 
CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMENT INFINI QUI DEFINIT ou. 


Pour définir ¢u nous avons considéré le produit doublement infini 


w= 2mwH+ 2nwW’, 
' epee eg m s 
[P0-s)6"" hoe == 0) ec Ane eo ten ; 
| ) ==.0 exclu, 
€t nous ayons admis que ce produit est convergent. Pour le démontrer, 
nous établirons la convergence de la série obtenue en prenant les loga- 
vithmes des facteurs 


ae sneer ; : w\ ; 
Si Pon choisit pour détermination du logarithme de (:- =) celle qui 


u 
tend vers zéro quand « devient infini, le terme général peut s’écrire, en 
développant le logarithme en série 


, us /1t Kh =} us a 
ia eae ore Piece Sas a7 So ae ha 
ty ws \3 4 w 5 2 
et l’on voit que le rapport 

; say VK) 

ine 3 (p3 


tend vers 1 quand || devient infini. D’aprés cela il nous suffira de 
adémontrer la convergence de la série 


La série 


(e110 
; I | == G, =I 
> —— n 
(2mw + 2anw’)s 


(in = O, 7 ="0,6x ch) 


Plus généralement, nous établirons la proposition suivante 


Fen 5, 


est convergente si le rapport w': » estimaginaire et sis est un nombre 
réel supérieur a 2, 
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La démonstration suivante ne différe pas sensiblement de celle d’Hermite 
(Cours de la Faculté des Sciences de Paris, 3¢ édition p. 213; 4° édition, 
p- 259). 

Posons 

20 = & ++ zB, 


20! =: a! + tf"; 


puisque w' : » est imaginaire, ~B’— Bz’ n’est pas nul; par suite la courbe 
représentée par l’équation 


(1) [ (20a + 20’ y)?| =1, 
ou, si l'on préfére, par l’équation 
(ao + aly + (pat fly)? = 


est une ellipse véritable, non dégénérée en un systéme de deux droites 
paralléles. Désignons alors par A la longueur de son demi-grand axe; A est 
un nombre fini et pour toutes les valeurs de w et y qui représentent un 
point de la courbe, on peut écrire 


Ce 2 A2 
ou bien, puisque & et y satisfont-a (1), 
at+y%< Atl(20ox"%+2w'y)? |. 


Cette relation étant homogéne par rapport aux variables x et y subsiste 
si l’on y remplace w et y par Aw et Ay, A étant une quantité quelconque ; 
elle a donc lieu quelles que soient les valeurs de w et y. Nous la 
mettrons sous la forme 

I : A 


ee See 
j2awa+taw'y| Var+y? 
Une limite supérieure du module de Ja série considérée est donc 


tA 

Ay aaa et il suffit de démontrer la convergence de cette série 
(m? + m2) 

qui est d’une forme plus simple, 

A cet effet, partageons le plan en carrés par des paralléles aux axes Oy 
et Ow dont les abscisses et les ordonnées représentent tous les nombres 
entiers. Les sommets de ces carrés, l’origine étant mise a part, ont ainsi 
pour coordonnées tous les nombres entiers et correspondent aux divers 


termes de la série 
Ld I 


eee 


(m+ n? 


Considérons d’abord la suite formée par la somme des termes corres- 
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nee ; : = Ne Bae eae 
pondant aux sommets situés sur la bissectrice Oz de langle des coor 
données ~Oy; pour ces points on a m =n: la somme envisagee est donc 
égale, a un facteur numérique prés, a la série simple a 


elle est par suite convergente. 
Prenons maintenant lasomme des termes situés sur Ov et dans l’angle 703; 
il suffira évidemment d’établir sa convergence pour démontrer notre pro- 
position. 3 
Soit, pour abréger l’écriture, 


. = =(m, n) 
(m2 + n2y 
et posons 
tin — (S70), 
Un = (2, 0.) 1-2 1) 3 


u3= (3, 0) + (3, 1) + (3; 2), 
Ain Sas Bes peta toreitente ano eers 


Um=(m, 0) -+-(m, 1) +... em, m—!1), 
la série simple a laquelle nous sommes amenés, savoir 
yt Ug Ug... + Um +. -., 
est manifestement convergente. En effet, chacun des m termes qui com- 


I 
ms 


posent U,, est plus petit que le premier (7, o) qui est égal 4 —- Ona 
done 


UN pp <a mae 


I 
ms—| 


dont la valeur est finie. 


hook nee = Su sic . I 
Ainsi la série N Um est inférieure a y 
dal ms 


La série proposée est done convergente et a une somme indépendante 
de ordre de ses termes. 

Pour appliquer le théoréme précédent, prenons d’abord s = 3; nous en 
déduirons aussitdt la convergence absolue du produit infini qui définit zw; 
et, d’aprés la forme de ¢,, on voit immédiatement que la convergence est - 
uniforme a Vintérieur d’un domaine borné quelconque du plan u. 

On démontrerait de méme la convergence absolue et uniforme (dans 
tout domaine borné) des séries qui définissent tu et pu, et, par suite, la 
légitimité des dérivations opérées sur vu et Cu (p. 25 et 26), 


st 


5 pe 
mee ee 


ea 


unifor- _ 


* 


seta Gt un ae posi arbitrairement Rett: On. en déduit de résultat 


NOTE Y. 


SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS @ EN FACTEURS. 


A Ja page 126, en identifiant expression de @, sous forme de produit 
avec l’expression de ©, sous forme de série, nous ayons obtenu lidentité 


(1) A(I-+ 2q¢ cosa” + 9?) (1+ 2q° cosax + 4°)... 


= T4t-2 G.COS 27 = FG" COSHT os ss 


Nous avons réservé a ce moment la détermination de Ja constante A. Voici 
la méthode que Biehler a donnée pour déterminer A, méthode que nous 
empruntons a une Note d’Hermite placée a la fin de la derniére édition 
de l Analyse de Serret. Voir aussi OEugres, t. I, p. 153-156. 

Considérons le produit composé d’un nombre fini de facteurs, 


SJ (4) = 494) 4+ @2)..- G+ 9q%"-12) 


3 2—1 
x(14 2) +2)..-(144 )s 
& & & 


le développement suivant les puissances positives et négatives de z sera de 
la forme 


f(s) = Mot Ay (« a tyes (en +). 


z 
& Bn 


Cela étant, Pidentité suivante, qui se yérifie immédiatement, 
(923) (G+ 98) = f(s) + Gntta), 
donne entre deux coefficients consécutifs, A; et Aj-y, la relation 
Aj(1 mes q2nt2s) = Aj-1(q24- 1 — gar), 


Nous en tirons successivement 


ree age 6 Lise it 


[ee qinte “ 


3 — g2n—2 
Fey yp are bi) 
ra 


oR a eee 


i Opa 


.- 
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el, par conséquent, 5 


5 Ko qa g2”)(1— Gree) Le (1 g?2-2/42) 
J Gag BA he eae) 


Tous les coefficients du développement s’obtiennent donc au moyen du 
premier Ag, dont voici la détermination. 

Supposons 7 =n et remarquons que dans f(z) le terme en 3” ayant 
pour coefficient g!+3+---+2”—1), on a immédiatement A,= gq”, dou, par 
consequent, 


i gn (i— Gg?" (1 — G22)... (1— g?) 


qr= 2 2 Dy p yh x 
ee pee DG cao Pes ORES Reo Neen 2/200) 


et, enfin, la valeur cherchée que nous écrirons ainsi 


(= gin?) (1 = — lent akin a 
Ce Gee 7 is Nad 0 


Cela tant, faisons croitte indéfiniment le nombre 7, cette pee nous 
donne 


gees 


in Ln RES VIET 7 RMN SD ' 
C= 9?) Gi gh yet = g*)'... 
et la relation entre A; et Ay devenant simplement A;= Agq/’, on est con- 


duit a Pégalité . 


Ga gaye+gsyr4 gia). (r+ 2) O42) (42)... 


ed \ 
J Se As a 2 LOPLI rie 
Teetae fale Susi oa Win sect dente tal Qi anes Eiekeps 
~~ a 
a (Ig? (t= g*) (igs yn. 
Il suffit maintenant de poser z= e?!“ pour en conclure 


(1+ 29 cos24% + 9?)(I+2g3 cos2m+q°%).. 
LG COS ao GCOS ha aan. 


Cis GE 9) Eg anny 


La valeur de Ja constante A qui figure dans la formule (t) est donc 


NOG rr ch ON Ser MBE aa SL Goce’ ko) 


OO — 
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NOTE VI. 


SUR LE PROBLEME DE LINVERSION. 


Considérations générales. — 1. Soient w et »’ deux nombres satis- 
faisant a la condition 


(1) a( =) # 0. 


Nous avons vu au n° 32 que la fonction s= p(u|w,w’) vérifie la relation 


5 dz 
(2) u yy. ey 
2 4ze— 255 — 23 


ot Yona 


t 


\ I . ; 
Ey yy oe Oe 


(27to + 2nW")* 


! 
I / 
o.—= ThO a oh ES eS Mth Ci. Ge 
Oat pap} (2mo + ano!) so, O25 


ces quantités, 2, 3 satisfont d’ailleurs (n° 47) a Vinégalite 


(3) 


2 


(4) &3— 27 83F 9, 


_ . % wW ‘ aa 
Enfin, lorsque wu varie de o a ( ‘) suivant un segment rectiligne par 
Ww 
ivy: L 2 
exemple, pw décrit dans son plan un are de courbe jy’) ayant pour extré- 


oe : é . ae 
mités (n° 46) les points x et 0) » de sorte qu’on peut écrire 
3 


(5) a ) 2w' = py eee 
Vgzx— fue — Bs Pye Viz — Bos — 2s ore 


“ fo} 


S3 


Inversement, proposons-nous de construire une fonction pu admet- 
tant pour tneariants les quantités gy et g3 satisfaisant a (4). Les racines 
€1, C2, €3 de 425 — go5 — g3 sont alors distinctes, et l’on peut montrér que 
les quadratures (5), ot L et L’ sont deux chemins quelconques, reliant 
Z=nwaAs=ey ct 3=— 3, définissent deux quantités, w et w’, satisfaisant 
a (1). Le symbole p(w], w’) a done un sens, et, d’aprés ce qui précéde, il 
est naturel d’admetire que cette fonction pu a précisément pour inva- 
riants gy et 3. S’il en est ainsi, nous dirons (n° 34) que cette fonction 
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p(w], o') constitue la solution du probleme de Vinyersion de l’intégrale 
elliptique (2), et nous la représenterons (n° 36) par le symbole p(w; 22, £3): 

Or, en fait, les résultats du Chapitre If que nous yvenons de rappeler 
n établissent nullement que la fonction p(u|, m') a effectivement £2 
et g3 pour invariants ; tout ce quils permettent d’affirmer, c’est que, Si 
LA FONCTION p(w| 2, £3) EXISTE, elle est donnée par la construction pré- 
cédente. 


2. Pour nous en rendre compte d’une maniére plus précise, attribuons a 
w et w’ ensemble de toutes les valeurs finies compatibles avec (1); les 
quantités Z.= 84 +183, 8:= &3+1g4 se déplaceront a lintérieur dun 
domaine (@® delespace S(g5, 25, 83, 83). Nous savons que le continuum (4) 
fait partie de la frontiere de G); mais, si l’on ne fait appel qu’aux résultats 
du Chapitre IH, rien ne prouve que ce continuum constitue a lui seul 
toute la frontiére de (&. Admettons, par exemple, qu’il existe dans S un 


point (23, £3) n’appartenant ni a 0d, ni a (4) [dans le langage du Cha- 
pitre XIU, ceci revient a admettre qu'une certaine équation 


(6) J(s)—a=0 


n’a pas de racine]; soient w et »’ les quantités deéfinies par (5) (ov ge et 
#3 seraient remplacés par 25 et &3). En vertu de notre hypothése sur 


2 et £3, la fonction plu w,’) aura pour invariants le couple 


distinct du couple ae Be 


3. Quelque étranges que paraissent ses conséquences, l’hypothése précé- 
dente ne doit pas, pourtant, étre rejetée @ priort. Supposons un instant 
que les fonctions g9(w, '), 3(w, w’) résultant de linversion des rela- 
tions (5) soient définies dans un certain domaine D de l’espace (z, 6, ’, 8’) 
[avec wo =a+78, »’=a2’+78'], et qu’elles soient multiformes dans D; 
partons d’un couple wo, w% satisfaisant a (1), et faisons varier w, w’ dans D 


» 


suivant une loi déterminée, depuis wo, wo, Jusqu’a w, w'; le couple 29, £3 
variera depuis g$ = F2(wo, )), $= F3(mo, >) Jusqu’a un couple de 
valeurs finales qui dépendra de la loi de variation adoptée. Parmi tous les 
couples possibles, il en existe un nécessairement qui vérifie les relations (3) 
(pour © =, o’=0'): cest le couple gt, g}; les autres, tels que Zaes 
seront fournis par d@’autres branches des fonctions multiformes g5(w, w’), 
&3(m, w') et ne vérifieront pas les relations (3). Exclure a priori 
Vhypothése du n° 2 équivaudrait done a admettre l’uniformité des fonc- 
tions g2(w, wo’), 23(m, w’) déduites de (5), uniformité qui est loin d’étre 
évidente. 
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4. Jusqu’a présent, nous ne nous sommes servis que des relations (3) 
et (5), oti ne figurent que les variables , w’, £2, £33 cherchons si l’on he 
pourrait pas tourner la difficulté signalée plus haut en utilisant la rela— 
tion (2). Une premiere voie s’offre aussit6t, La relation (2) définit Pinté- 
grale de l’équation différentielle 


dz \? i 
(7) (a) AB Bs Bis 
satisfaisant a la condition 
(8) z(0)=%, 


S’il était acquis que Vintégrale générale de (7) [ou que la fonction 
définie par le prolongement analytique de la série (42) (n° 33)] est méro- 
morphe en u, on pourrait ajouter que cette intégrale, admettant pour 
périodes les quantités (5), est une fonction elliptique de uw; et l’on en 
déduirait aussitot que Vintégrale particuliére répondant a (8) est une 
fonction p(u| 82, 83). 

Or, pour £2= g8, 83 = g$ (n° 3 de cette Note), ’intégrale générale de (g) 
est sirement méromorphe; et l’on peut ajouter qu’il en est encore ainsi pour 
£2 et g3 suffisamment voisins de g8 et g$. Mais ceci h’est qu’un résultat local, 
et l’on voit réapparaitre la difficulté signalée tout a l’heure (n® 2 et 3) sous 
la forme suivante ; démontrer que pour = 8, $3= &3 Uintégrale de 
Véquation (7) est une fonction méromorphe de u. Tout ce qu’on peut 
dire, c’est qu’on a ramené le probléme de Vinversion a un probléme de la 
théorie générale des équations différentielles. 


5. Mais nous n’avons pas épuisé tout le parti qu’on peut tirer de la rela- 


tion (2). Le rapport des périodes 2w, 2’ de (2) satisfaisant a (1), on peut 
construire une fonction p(w] w, w’); et, si l’on peut démontrer Videntité 


dz ; 
————————_ |, wv’ |) = gz, 
Bir ones? 


on aura évidemment résolu le probléme de l’inversion : car la différen- 
tiation de (9) montre aussit6t que p(u|w, o’) admet gy et g3 pour 
invariants, 


(9) P 


Or, on peut établir sans peine que le premier membre de (g) est une 


fonction uniforme de z, dépourvue de singularité essentielle (finie ou non); 


c'est donc (n° 12, p. 12) une fonction rationnelle R(z); et sil était démontré 
que lordre de R(z) est égal a 1, on en déduirait aussitét légalité (g). 

Mais ici se présente un nouvel obstacle : rien ne prouve a priori que 
Véquation 


ap ————— mw HAND! 
% V4a— 215 — 83 

(m, n entiers) n’att pas dautres racines que =~, €4, €2, €3 : de sorte 
qu'il n’est nullement évident que R(z) soit du premier ordre. 


\ 
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_ 6. Indiquons maintenant les principaux résultats. qui ont été obtenus 
dans les différentes directions que nous venons de signaler. 

La discussion des équations (3) en w et w’, ou, si l’on veut, la définition 
du domaine ( (n° 2) a été faite directement (c’est-a-dire sans recourir aux 
fonctions elliptiques) par Hurwitz, dans une courte Note, admirable de 
profondeur et de simplicité (Math. Ann., t. 58, 1904, p. 343). 

La méthode exposée dans l’Ouvrage (Chap. XIJI, n° 260) s’appuie sur la 
résolubilité de l’équation (6); on peut done la rattacher au point de vue 
précédent; mais on obseryera qu’elle exige Vintervention des fonctions 
elliptiques et des fonctions entiéres de Jacobi. 

Dans le méme ordre d’idées, on doit encore citer Ja belle démonstration 
de M. L. Bianchi, qui établit la résolubilité de (6) a Vaide de propo- 
sitions générales de la théorie'des fonctions (Leztont sulla teoria delle 

— funsioni di variabile complessa e delle funszioni ellitiche, n° 120, 122. 
A notre connaissance du moins, l’uniformité des fonctions inverses 
82(W, w'), #3(w, w’) (n° 3) n’a pas encore été établie directement. 


Passons a l'étude de l’équation différentielle (7). On peut montrer aisé- 
ment la méromorphie de son intégrale générale en s’appuyant sur la 
relation algébrique qui constitue lintégrale premiere de l’équation 
d’Euler ; 


dz dz’ 
aca OOF 
V4o— 22— 83 462 896 = 83 


Grace a cette relation (qui constitue linyersion de la formule d’addition 
de pw), on peut étendre de proche en proche le champ de convergence 
initial de l’intégrale et montrer qu’elle n’admet que des pdles pour singu- 
 larité (cf. E. Goursat, Cours d’ Analyse, 3° cdition, t. I, p. 536). 

Briot et Bouquet (Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 347) 
ont cherché a établir que lintégrale de (7) est méromorphe sans se servir 
de relations finies auxiliatres. Mais leur démonstration revient a établir 
que si les singularités de (7) sont algébriques, ce sont des poles : elle laisse 
donc intacte la difficulté signalée plus haut (n° 4). L’obstacle a été surmonté 
par M. E. Picard (Bull. Sc. Math., »° série, t. XIV, 1890, p. 107) par un 
-procédé qui revient a établir dans ce cas particulier l'un des théorémes 
généraux de M. Painleyé pour les équations.du premier ordre (Lecons.:. 
professées a Stockholm, p. 57). 


5 


Enfin, c’est M. E. Goursat (Cours @’ Analyse, 3° édition, t. II, p. 209) 
qui, le premier, a posé et résolu le probléme de l’inversion par le procédé 
du n° 5. Pour établir que lordre de R(z) est égal a 1, M. Goursat étudie 
la fonction z(w), inverse de(2),aVaide d’une mcthode qui utilise, notamment, 
la théorie des fonctions implicites. 

Dans une Note récente (Ann. Fac. Sc. Toulouse, 3° série, t. X, 1918, p. 207) 
nous avons exposé une méthode synthétique et élémentaire qui détermine 


470 NOTE Vi; 


directement l’ordre de R(z) sans passer par l’étude préliminaire de la fonction 
inverse 3(w); cette méthode s’appuie uniquement sur les propriétés des 
séries de puissances et de la théorie des fonctions continues; quant a la 
théorie des fonctions elliptiques, elle n’intervient que par le développement 
en série double de pu. 

Or, on peut modifier la démonstration précédente, de facon a ne sup— 
poser connues ni la propriété du rapport des périodes de (2), ni Ja ratio— 
nalité de R(z) (n° 5, p. 468); par contre, on doit faire intervenir les for- 
mules de la transformation de Landen. 


7. C’est ce dernier point de vue que nous avons adopté dans Ja démons- 
tration qui va suivre, comme étant plus conforme a la disposition générale 
de l’Ouvrage. Nous avons introduit les fonctions de Jacobi dont l'emploi, 
ici, était particuliérement simple; nous n’avons supposé connus que les 
propriétés des séries entiéres, la périodicité des intégrales elliptiques, les 
déyeloppements infinis du Chapitre IV et les formules de la transformation 
de Landen, qui, d’ailleurs, en sont la conséquence directe. 

Dans une premiére partie, nous établissons, pour | | suffisamment petit, 
Videntité 

sn | Rr Ss 


Ad Cieene, Wl eal, oe 


4K et ack’ étant des périodes fondamentales de lintégrale; nous termi-— 
nons (n° 45) en étendant le résultat au cas d’un module quelconque, et 
cela, grace a la transformation de Landen, dont l’importance, signalée 
souvent par Hermite (cf. Ofuvres, t. IV, p. 470) apparait ici une fois 
‘de plus. 

En définitive, Vanalyse qui va suivre constitue une justification immé- 
diate du postulat du n° 97; et, par une conséquence aisée, elle légitime le 
postulat du n° 34, 


8. Retour sur la transformation de Landen. — Afin de. ne pas 
interrompre le cours de la démonstration, nous présenterons d’abord 
quelques remarques complémentaires sur la transformation de Landen. 

Reprenons les notations du Chapitre X; en vertu des relations (1) du 
n° 207, on peut écrire 


uf o ‘ 

Pes ee Se HiGa) Hy Cz) 20) 

/ E 0!) ~ O(a) O(u) O(a) 
» 


ow 


\ 


Or, désignons par K et 7K’ les demi-périodes, proportionnelles a w et w’, 
et de multiplicatear 1, puis par Ky et ¢K4 les demi-périodes, propor- 


) 


) . atte 
tionnelles a > et w', et de multiplicateur 1, En vertu des n° 94 et 208, 


SUR LE PROBLEME DE L’ INVERSION. 47 
on aura 
Ks 0), LK = oe, 
F $ re) be 54 git : Pees eas 
Ble Sasi) o =(1+k')-, Ki =—igtit+ K#’)o'=U+K4)K 
y} 2 
ou 
: 5 K, 
K= (1+ h,) Ky, K= (1+ hy a 


et, en utilisant les définitions du n° 85, on pourra écrire (10) sous la 
forme 
sn(w|K, 7K’) en(w| K, 7K’) 


(10°) sn[(i-t k')u| Ky, 7K, ] = (1+ &’) re 


ou 
x toyed? ie 2 sn(w|K.ik’)cn(ul| K, ch’ 
I KS ——— -— : 
Gee) a 2 Hd | I+ ky dn(w | K, cK’) 
Posons alors 
sn2(u|K, cK’) = ¢, sn2[(7+ k’)u | Ky, KY] = 61; 


Péquation (10’) s’écrira 


(11) . a 


Wag are e AG Nib, 


1— k2v 


et, d’ailleurs, en vertu de l’équation différentielle vérifiée par la fonction sn 
au multiplicateur 1 (n%* 94 et 99), on a 


dv, (r+ k’) de 


(12) ae a i 
Vertr o,) (1 RIM) Ole Pa Ae 8) 


A yrai dire, les relations précédentes ne sont établies que pour des 
1 

valeurs de k [e ACE Oat aig 
itk 
périodes 2K et 22K’ par les formules du n° 85; et rien ne prouve que é 
puisse prendre une valeur quelconque (n° 2 de cette Note). Mais soit Ky 
une valeur de &, calculée a partir de #Ky et 27K; (11) et (12) devront 
étre vérifigées en méme temps pour toutes les valeurs de A suffisamment 
voisines de ko : donc, quel que soit /, (1F) entraine (12) par différentiation 

el élimination, ce qu'un calcul direct vérifie aisément, 
Le procédé par lequel nous ayons obtenu le systéme (11)-(12) montre en 


| qui peuvent étre calculées a partir des 


: : : eK , IA: 
outre qu’on peut faire varier w d’abord de o 4 — = ——— puis de — a K, 
1 P 2 KP 2 


et cela suiyant.une loi telle que ¢, varie d’abord de o a1 par valeurs réelles 
croissantes, puis de 1 a o par valeurs réelles décroissantes; et, en méme 
temps, ¢ décrira un are de courbe ©, d’origine 0, d’extrémité 1, et passant 
par le point (1+ 4’)-!, | 

C’est ce que montrerait aussiune étude directe dela transformation (11) 
(cf. Zoe. cit., au n° 6 de cette Note, n° 3 du Mémoire). 
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9. Remarques sur l’itération de la transformation de Landen, 
pour s complexe. — Cherchons l’effet que produit Vapplication indéfi - 
niment répétée de la transformation de Landen sur le module 4, suppose 
réel ou complexe (et différent de 0, 1, © ). 

D'aprés la formule (2) du n? 208, nous avons 


2 VK 


At tee ie 


Posons 


Vik =re,  Vky=rieth; 


la formule précédente entraine les relations 


2 


‘ 1-Sr? 
(13) tang20; = — tang 9, 
; ViPS 
cos 20 1+ 7? 
(14) eR cos. 
ie 2r 


Il ya une ambiguité dans la définition de 4,; nous la léverons en conve- 
nant de choisir pour 0, le plus petit en valeur absolue des deux angles 
satisfaisant a@ (13) dans le premier et le quatriéme quadrant. Nous 
aurons ainsi 


joo, |<* bys oy: 
2, 


§ désignant langle du premier ou du quatriéme quadrant ayant méme 
tangente que 9. 
: " Shake 2 £N 3 
On écrira de méme, les indices ayant la méme signification qu’au n° 240, 
| 0, | > ‘ x 


3 eicat Us, }Onl<— 


| 9) < 


), tend donc vers zéro. D’autre part, quand m augmente indéfiniment, 
ry, he peut rester supérieur a 1+-¢ (€, nombre positif fixe, arbitrairement 
peut): car, sil en était ainsi, l’équation (14) (ou 9, tend vers zéro) mon- 
trerait quil existe une certaine valeur n’ de rn telle que l’on ait a la fois 


w 


€ 


rat ite et ee Ss, ere ai 
4 


Wot Prr4i<1. En particulier, il existe done des points Xk), intérieurs a la 
Te 

boucle |0| < 3 de la courbe r*= 2cos40; le module correspondant, kp, 

satisfait alors a | k,]<1, et, en vertu de la relation (2) du n? 208 et de 

Vinégalité R(k,) > 0, ona ; 


I 


POLS a 
ere i 
I AS K' —— a 


| Kn | = | 
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(Végalité n’ayant lieu que si k,= 0); on en déduit 
[Kn+p| S| kn |*?, 


ce qui prouve que, sous les conditions précisées plus haut pour le choix 
des radicaux, ona 
lime Ap ==" 0% 


r= 


comme dans le cas ott les ky, sont réels. 


10. La transformation S.— A la transformation de Landen se rattache 
étroitement, comime on pourrait le montrer, la transformation quadra- 
tique T définie par la formule. 


: Ww 
YER) : cite eae 


Rappelons des propriétés bien connues de cette transformation, A tout 
point-du plan (W), elle fait correspondre un point du plan (w); et a tout 
point «, deux points Wy, Wo, tels que W;W,=1. Posons 


w=r+Ly, W=veik; 
nous aurons 


1 DW Las I oe 
= — p+ -)tosy, BG ea, siny, 
= t 
dot 
Re. x? y2 


ECE AT [EG-)F 0” 


et Pon voit que, quand W décrit dans son plan la circonférence |W|=o>1, 
w décrit une ellipse de foyers w = -4; pour 9 =1, cette ellipse se réduit 
au segment rectiligne (—1, +1). Inversement, a tout point » de Jellipse, 
correspondent deux points W, et We, d’arguments y et — x sur les cercles 
d’équations | W,;|=.e, | We|=e!. ' 

Posons maintenant, / désignant une quantité quelconque, de moduleu<1, 


oe KC, Ee Ws 
sz et Z satisferont a la relation 
eS). along ra 
qui définit une correspondance entre les plans (zs) et (Z). Hn vertu des 
résultats précédents, l’aire .t du plan (3), intérieure a lellipse E, de 


foyers 3 =-Eh, et passant par le point z=1, sera représentée doublement 
sur la couronne @& comprise entre les cercles Cy et Cy d’équations 


(ZpSti are 
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Pour distinguer ces deux cercles l’un de l’autre, nous désignerons par /’ 
la détermination du radical /1— £2 qui se réduit a +1 pour k=0; R(K') 
ne peut s’annuler que pour £2 =1-+ 2 (J, réel). Donc, pour [AI <1, R(X’) 
garde le méme signe, positif par hypothése, et l’on aura 
1—k' 
a an 


J<i: 


le cercle extérieur C, aura done pour équation 
[Z| =|a+4'}, 
Péquation du cercle intérieur étant 
[ Zp [e— &'. 


Cela étant, nous poserons provisoirement pour abréger |’écriture 


72P + k2p 


| ey ie P= =D Ne 
0 ; Fp oP LP (p e 
et nous démontrerons la proposition suivante : 
- 41. Lemme I. — - 3 est intérieur a K (frontiére exclue), on peut 


développer (1— 22) 2 en série convergente par la formule 


Tout dabord, on a immédiatement 
n 


Z2-+ k2\ 2n (an)! EN ay 
( aL, ) aa ne Ponsa). 
i : 


} 
puis, pour 


+o )! n 
f I (an 2n ke23 : 
cpeseiciet = pl ee 
Vine ar AEDS Sony Layee 
n=0 n=0 j=0 } 
Posons 


n=jJrp . (p20) 


et admettons qu'il soit permis d’intervertir les signes ©; la formule précé- 
dente deviendra 


pase Sa Pa > [eee ik ki : 
me ary: | apy 


Din 
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or, en introduisant (n° 113) le symbole F(a, 8, y; x) qui a un sens pour 
|A| <1, on voit aussitét que cette derniére formule est identique a (15). 

Mais il reste a établir la légitimité de l’interversion; a cet effet, consi~ 
dérons la série des puissances en £: 


on peut écrire encore 


une | du : 
¥() See ru Ju(t— u)(i— kw) 


p=0 


comme on s’en assure en calculant le coefficien€ de A2/ dans le dévelop- 
pement du terme de rang p-+1 de la série précédente. Si Vintégrale pré- 
cédente est prise le long du chemin © défini a la fin du n° 8 de cette Note, 
et siC est intérieur a (D (frontiére exclue), la quantité entre crochets restera, 
en module, inférieure a 1; lasérie Y(C) sera donc réguli¢rement convergente 
a Vintérieur de tout cercle de centre O et de rayon inférieura | 1+-A’|. Un 
raisonnement analogue s’applique a la série qu'on déduit de ¥(C) en y 
remplacant € par k?:¢, de sorte qu’en définitive la série qui figure au 


second membre de (15) représente une fonction ¥§(Z) holomorphe a Pinté- 
4 
rieur de ®. Montrons que cette fonction est identique a(1— 22) 2. 


Or les coefficients de la série (15), envisagée comme une série ouble 
par rapport aux puissances de Z et k, sont des nombres positifs; d’autre 
part, le raisonnement méme qui précéde, montre que cette série est con- 
vergente quand on y remplace & par |k| = et Z par | Z| pouryu que | Z| 
appartienne a la couronne 


wed 8 jee Ena 
(d)') |Z) <1 Vi—=p, 7|<i+vi# 


intérieure a (O. De plus, les points de (’ satisfont a (16) : car en vertu 
des notations du n° 40 de cette Note, (16) peut s’écrire 


et lon a t( LE yi H)° quel que soit y. On peut done dire, d’abord, 
pv. 
que l’interversion des signes © est légitime dans @’, et en outre que la 


A 2 evs I : 
fonction holomorphe §(Z) coincide avec Teper dans GO’, et, par suite, 
1— 32 ; 


a Vintérieur de (. 
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Notre proposition est done établie. Introduisons maintenant l’intégrale 


a dz 
I(s)= —— 
Jp V(1— 22)(k?— 32) 
la détermination initiale du radical étant arbitraire, et le chemin d’inté- 


gration étant intérieur a E; les périodes de I(z) s’écriront 


I 
ds 
jf e6 af SSS SS SS 
0 


V(r 5?) k? 40?) 
(le radical étant pris égal 4 1 pour z = 0), et 


1 
ae dz 
BLK’ = 3 a 


k VO Fe) — ZB.) 


formule ot l’ambiguité du signe sera bientét levée. Démontrons alors le 


lemme suivant : 


12. Lemme II. — Si 2 est intérieur @ E (frontiére exclue), on peut 
développer I(z) en série convergente par la formule 


(7) Wa) = EF (4, 


p=1 
Zip— kop 
- (2Z)2P 7 


et lon a, en outre, 


; Pigs a ate . rok 
(18) Wa R(S, ie ia) Log" 
+ 0 x 
Siu 1.3...(2p —1) r phy Loris 
leet DSM SOHO , Aree Dern IS BS 


I 
1s 
p=! 
lrmeley Gran 4 
So [GP emmee ieee : 
2 2 


A Vintérieur de ®, Vexpression \/z2— h2 = 


79 


Z?2— k2 ‘ 
—7— est uniforme; elle 
OZ, 


prend d’ailleurs aux deux points Z et 42: Z qui correspond a 3 en yertu 
de (S) Jes deux déterminations opposées qui répondent a z; mais, pour 
notre probléme, il n’y a pas lieu de préciser la détermination du radical, 


SUR LE PROBLEME DE L'INVERSION. eed al vies 


ni le choix du point Z; nous écrirons ainsi 


dz &: dL 
Vee Be 


et, en revenant a (15), on en déduit aussitot (17), par intégration entre les 
limites & et Z. D’aprés le numéro précédent, la légitimité de lintégration 
nest d’ailleurs assurée que pour les points Z de () (frontiéres exclues). En 


particulier, nous pouyons prendre Z = — k, ce qui nous donnera 
Bee | TS OE 
(19) Kae Piss at: 
De i \ OAL. 


Vi 


(cf. n° 113), mais nous ne sommes pas stirs encore de pouvoir prendre 
Z=1-+ hk’ (c’est-a-dire s =1) afin d’obtenir la formule (18). 

Pour établir cette formule, appliquons le théoréme d’Abel a la série de 
‘puissances 


Wlanon, See = Whe 1 I GAP 
o(t)= Saha Pry pt, 2pti; e () ; 
UP 2.4s. 2p a 2. 2) 
daprés. ce théoréme, si cette série converge pour €=1-+4’, le second 


4 F ; I 
membre de (18) représentera bien K’= —=I(1). 
u 
Or, en procédant comme au numéro précédent, on peut écrire le terme 
général de (18) sous la forme 
1 
Tags pP du 
AS SS 
27, P Vul(i— u)(i— ku) 
avec 


ioe (1+ k')?u(1—u) 


T— Ae u 


etlintégrale étant toujours prise le long de ©. Considérons alors l’expression 


1 


4+hk! 
oP du 
A= 


ape PP vua— wi ku) 


‘oul uy est un point de © arbitrairement voisin de (1+ h')-! eee sur 
rT 


Vare o(1-+ #’)-, soit sur V’are (1+ k')-1 a On peut encore écrire [ for- 
mules (1) et (12) du n° 8] 


1 
I of (: “) dy 

A= — a= +e ————————— eae 

Fan oo Maa q/ Vo(i—e)(1— Kio) 
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= étant arbitrairement petit. Mais, quel que soit g, on aura 


fi dv 
Fe ea Sermarray a heer rata ae rik 


le second membre pouvant étre rendu aussi petit qu’on voudra. Les 


intégrales 
ft 
ogee Pers du 
[ \ ee (p= 3,00) 
: Fe cone Vu(i— u)(t— ku) 


7) 


sont done uniformément convergentes, si grand que soit l’entier g. Dé 
lors, om peut affirmer que la série 9(1 +4’) a pour somme lintégrale 


I , I du 


& 2 SS Sey 
WIN Io iy RET PRG Lazee E ac eee) 


dont la valeur est une fonction bornée (et continue) de & a Vintérieur 
d’un cercle de rayon inférieur a 1. 


13. Lemme III. — On peut déterminer deux nombres positifs, 7 >1 
et 8 <1, tels que pour 


(20) [A] < 


i 
oe 


1° Le symbole sn(u|K, 7K’) a un sens; 
2° La fonction 


R(z)= 


I 
sn[I(z) + K + 7kh’| kK, ch’ | —1 


est holomorphe dans le cercle 


(r) eet? 
2 a2 
5 ¢ 
Posons ®(C€) = — ; en vertu de (17), (18), (19) on peut 
F (3. a 2) 
écrire ; 
mi(s) - k 
(21) a =» Lo sz t+o(2)—#(7), 
FAG k' 
(22) : <= 2 Log + &(1+ 4’)— O(1— 2k’). 


Or, lorsque p =|/| tend vers zéro, (1+ hk’) — &(1— XK’) tend vers une 


pe ; en pe 
limite finie positive, sort es (qu’on démontrera étre égale a log 4); on peut 
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donc déterminer un nombre positif py, (inférieur 4 1), tel que pour p< py 
on ait 


| d(1+ k#’)— b&11— #')| <M; 


et, pour uw < py, On pourra écrire 


(23) AR (FE) > 2h =|— i> alog=— M. 


Ceci fait, déterminons un nombre positif 8, inférieur 4 e—24(<1) et tel 


que pour |C(< 8, et w< pa on ait: |O(C)|< os puis, choisissons un 
. v 

nombre positif « supérieur au plus grand des nombres e” et G6: pi; sila 

condition (20) est vérifiée, on aura done strement uw < py. Décrivons enfin 

dans le plan (Z) les cercles y, et y2, de centre O, de rayons 6 et 


v2 sera intérieur a y,; etla couronne ()” qu’ils délimitent appartiendra a 

(car on a 8 <i+\/1—p?2). Or Z variant a lintérieur de ®", [&(Z)| et 
je 

(>) 
| Cl 


M- 
seront inférieurs 4 —; de plus, log | —| sera, en valeur absolue, 


Q 
* roe a Pr . x ° roe : 
inférieur a log=; enfin, s variera a lintérieur d’une ellipse de foyers 

u. 

a ‘ 
? 4 : ie pe > — 1 5 
s= +k etde demi-petit axe égal a - ( 8 — ae eka 8B; quelque petit 
2 2 0? 
‘ 


que soit |k| =p, celle ellipse contiendra toujours a son intérieur le cercle T 
(de rayon inférieur a 1). 

Cela étant, faisons varier s a lintérieur de [F; si la condition (20) est 
vérifiée, on aura, quelque petit que soit yp, ; 


(e 
nf ato l em 


(ot le second membre est sirement Posie; et, par comparaison avec (23), 
il viendra 


(24) a(2)—la[ 2] [>> tox £ 2M > 2a 


“ \ 
3 awk Sere : 
On en déduit dabord que, pour p< see § (Fe) est positf, ce qui 
: a 


démontre la premiére partie de notre lemme. Tracons maintenant a partir 
de Vorigine le réseau des parallélogrammes des périodes de la fonction 
sn(w|K, 7K’) et soit 2D la distance du sommet 27K’ au cdté (0, 4K); 
2M|K| 


nm 


d’aprés (24), on aura D > » Figurons alors les droites A’, A”, paralléles 
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. ; 2M |K} tL 
au coté (0, 4K) et situées a une distance D — eA de ce cété; la bande Ub 


limitée par A’ et A” ne contiendra aucun point équivyalent a 7K’, Cela étant, 
la condition (24) signifie évidemment que (20) étant yérifiée, et 3 variant 
dans [, I(z) ne peut sortir de Wb : dans les mémes conditions, Je 
point I(s)-+7¢K’ ne saurait coincider avec aucun sommet du réseau. 

Or Vensemble de toutes les déterminations que peut acquérir I( 3) 
quand on modifie de toutes les maniéres possibles le chemin d’intégration 
est de la forme 


* 


mua kD) + 4mK + 2ntk’ (m,n, entiers); 


dnu 


la fonction sn(w+K+7k’)= étant paire, et admettant les 


konu 
périodes 4K et 22K’, R(z) est uniforme dans tout le plan 3; de plus, a l’inte- 
rieur de UC, et sous réserve de(20), [(3) est borné, etsn[I(s) + K + 7K']—r 
ne peut étre nul, d’aprés ce qu’on vient de démontrer. La fonction R(z) est 
done bien holomorphe a Vintérieur de YL. ae es 


14. Solution du probléme de Vinversion pour |/| suffisamment 
petit. — Considérons l’intégrale 
2 dz 


(aaa) el forearms 


ig | 


ou, daprés ce qui précéde, la détermination du radical et le choix du 
chemin d’intégration n’ont pas besoin d’étre précisés pour le calcu de 
R(z). Comme I,(s) ne peut devenir infint extérieurement a I, les seuls 
points ot R(z) puisse cesser d’étre holomorphe sont ceux ot Iy(s) est 
égal a 4mK-++2n7K’; en particulier, il en est ainsi de z=1. Mais, 


lorsque / tend vers zéro, K tend vers — (n° 12 de cette Note), et A(K': K) 
2 


croit indéfiniment, de sorte que | 4mK + 2ncK’ | finit par rester supérieur 
a tout nombre positif < 27; de z=1 comme centre, on peut done décrire 
un cercle I’ de rayon assez petit pour qwa lintérieur de I’ R(z) ne posséde 
qu'un seul pole, z= 1, et cela dés que | A| est suffisamment petit. 

Il nous reste a étudier R(z) extérieurement AT et I’. Or, si & tend vers 


zero, 1,(3) est une fonction continue de & a lextérieur de LP (ct qui tend 


m(1,+ K) 
an koma et 


I x é : 
vers arc cos * ): Dans ces conditions, les expressions sin 


a 


a(I,+ K) ; 2 I 
os Tia 3 restent bornées et tendent respectivement vers — et 
: z 


mK! 
2 . ‘ a a a 
I— 2); mais, d’aprés (24), g =e * tend alors vers zéro, de sorte que 
D 


Tae) re 
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la fonction 


wU 
Tu (1+'q)2(1 + g3)?. (= Mies K + 4°) 


Be Fee ae minty HERG Sie ae 
scat eer ed (sages +9)... 


ou u désigne I,(s) + K, reste constamment bornée a l’extérieur de I (et 
tend vers t:3). En définitive, pour || suffisamment petit, R(z) est holo- 
morphe dans tout le plan (z) a exclusion du péle z =1. 

Etudions la fonction autour de ce point. On a (n° 96) 


; ae 
1 ie Soa iy Hens aman ah 
sn K) 1 Sten dite l= k2ve : RT RY) 9 
Fe 24 uy 
or 
> 2 = I 6 —(k?-+1) an 
AOS es aes Dkorar Faers <a wee Se a = 
dott 
ve a ea 


les termes non écrits représentant une fonction holomorphe et nulle 


est donc 


: : ; ; & 
pour z=1. Pour |/| assez petit, l’expression R(z) + - 


uniforme et bornée quel que soit z; c’est donc une constante (n° 7), qui 
ne peut étre que o, puisque la somme précédente s’annule pour z=1, 
Pour {| assez petit, nous avons done établi la formule 


I ZB 
———————— ee St 
sn[1I,(2)-+ K]—1 I— 2 
qu’on aurait pu déduire aussi du calcul antérieur de la limite de snu (exté- 
rieurement aT et [’). On tire de la (n° 86) 


g 


n{li(s) +K + 2K] = 


a ta 


(25) 


Or, moyennant le changement de zen AZ sous le signe d'intégration, on 
peut écrire 


=H ta 


1 
k 
K+7K'+1,(z)= { —= 


— 
JV Geet) —- kt?) J aR 


et, sidans (25) on remplace z par k%, on peut dire que, pour || suffisam- 
ment petit, la fonction snw, construites avec les périodes 4K et 27K’ de l’in- 
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482, NOTE VI. 


tégrale elliptique précédente vérifie lidentité 


ea dt 
LL VIS GMO) 


Pour |k]| suffisamment petit, le probléme de l’inversion est donc résolu. 


I 


13. Extension au cas d’un module quelconque (40, “1, ~). — 
Montrons maintenant que le résultat obtenu s’étend au cas d'un module & 
quelconque. A cet effet, écrivons Ja suite des modules ‘4, ke, ..., Kn, «-- 
qui se déduisent de k(4 0, +1, «) par l’application réitérée de la trans- 
formation de Landen. Actuellement, nous ne savyons pas encore s'il existe 
des fonctions snw admettant pour module lun quelconque des modules 
précédents; mais nous avons vu (n° 9) que, moyennant des conventions 


déterminées sur les radicaux \/k),, la suite précédente tend vers zéro. Pour 

l'un de ces modules, soit 4,, le probléme de Vinversion est done sirement 

possible; supposons que nous ne sachions rien du cas de la valeur antécé- 

dente, &; tout reviendra a établir la possibilité de Vinversion pour ce cas. 
Or, construisons une fonction sn aux périodes 


‘ kg z 
(i= 6 [ ae 8 KOREN ED —) oiKi =o f 2 ee 
at)(— Fst) 41 VG— 2) 0— iat)’ 


on pourra former également une fonction sn, aux périodes 
Gi 


AROS GGce Rte a (nce 


et ces fonctions vérifieront la relation (10"). Enfin, les variables z = y/o et 


3, = /% (p. 471) étant liées par la relation 


(26) Dy py eave ae 


on peut écrire 


(Sa) dz ae dey dz; 
"VEE RGSRE) | VCS ECS 


les radicaux étant pris égaux a1 pour 3=0 = 44. 
Ceci posé, le probléme de Vinversion étant supposé résolu pour la 
valeur 4; du module, il existe un nombre wu tel qu’on ait simultanément 


28 oi 
(28) en =f" Va—2hu— Mat) 


ie, 
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et 


(29) n( Ne 
Tae ks 


Ky, #K; ) = S15 


en vertu de (27) et (28), on pours donc écrire 


pe): v= fo ieee ae mee a 


tandis que, d’aprés (10”), (29) et (26), on aura 


(31) sn(w|K, cK’) cn(w|K, cK’) oYVI— 2 
BS Ne NE Ry i Ree cored ee Pe Ned Das ee 
dn(u| Kk, ck’) Ji— Re 


Déterminons une quantité @ par la relation sn(a|K, 7K) = 3; 

(31) donnera 

nucn nacna 

snucnu _ |, snacna 

dnu dna 

Or le premier membre est une fonction elliptique aux périodes 2K, 27K’, 
aux zéros (non homologues) o et K; on aura donc soit u=a, soit 
u=K-=a, a des multiples prés de 2K et 27K’. Mais uw doit s’annuler 
avec a, ce qui exclut le second cas; et comme /(1 — 22)(1 — A222) est égal 
a I pour z = 0, on aura soit uw = a, soit u = 2K —a (a des multiples prés 
de 4K et 27K’). Moyennant un choix convenable du chemin d’intégration, 
on peut se borner a la premiére formule, Il résulte dela que la fonction snu, 
construite avec les périodes de J’intégrale (30), est bien telle que l’on ait 
identiquement snu = 2. 


Le probleme de l’inversion est ainsi résolu pour une valeur quelconque 
du module. 
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FONCTIONS DE WEIERSTRASS. 


Développements en produtts et séries infinis. 


Ir 
: u = < 
sinu = uf i r—_— }e”", 
mT ; 
I ‘ I I 
cotuw = = | ae Sa | 
u uU—Mt Mr 


1 I on T 
—— SES Ot . BSS 
sin? u ur (je ——= ee) 2 


(w= 2mMw +2nw’), 


’ Lies 
u ye Osp? 
cusuf[(-—“)e ca 
\ Ww 

I 2 I I u te 
Cums — + —— + — + —}, 

u u— wv Ww (p2 

2: : 
ee = — +H ——_ —  —— 
t wu» (uU— ww)? w |? 


ae I 
ea te A ——___ +-—— e 
af eae 


Développements en séries entiéres. 


cCU= UW + irk Slee eae aE sau 
oF Be) Ds oy Dees he pce) oe 
I oO. o2 
toys 2 3 2 
Cu= —+% ws — — "22 ys — a YT 
u 23.5 22.5.9 oh Se5tg te! 
I 2 oa o2 
~ soy 3 5) 
)u = —-+¥-+ = U2 2 a 52 6 
j aa Ray + Saae e 3 ee sony 
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Relations entre pu et ses dérivées. 


p?u = 4piu— g2pu— g3= 4(pu — e,)(pu— e2)(pu— es), 


Ey 2 ul 
p'u=6ptu—t ge, 


) ee Tat 299 077 Warp 


Homogeénéité. 
F(pu| po, po’) = ps(ulo,o'), 


I 

C(pu| po, po )= —C(u Jo, o'), 
: Z 
I 

P(pu| po, ww!) = a Plu J, w’), 
\ 
I 

§2 (UM, pw’) = — F2(w, w’), 


83(p.o, Bw’) = — 23(, o’). 


t 
12 Oo =n: 


E\* O83 3 83 aes 383 
— | = -2*, =e,=— 
2.) 252 &2 282 
3 Rag au 
§2 — 2783 = 9, 
t TU Leese es 
Cu= —cot— + =(- u, 
20 20 3 \20 
s (Bey ; 
ral erail) OE oa IE) 
Site ey = sine 
= F uo 20 
D2 r= 109.) == "60 
I 
pu= =, Cu==, Cpu 
2 u 
€4 = 2 = €3= 0, 82> 9, §&3= 0. 


Périodicité et formules d’addition. 


p(u+t2w) =pu, 

p(u+2w')=pu, 

C(u+2w) =Cu+2n, Ha Ga) 
re 


C(ut+2w')=Cu+e27, he 
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(UW +2w) =— erntuto) ou, 
c(U+20')=— e2q'(u+w’) ou, 


C(U+2mMW+2Nn o') = (1) n+ m+n ef 2MN+2nh/)(U+MW+N') x aime 


fi ee G(u+yv)co(u—P) 


s2uc+y 
vieett = ((u+)+C(u—v)— 2fu, 
Saipe = Sut = o(u—9)— abo, 


1 piu—p'e 
2 pu—pe 


ad 0 (p'u—p'e 
pu—p(u+e)= Sa See 


=C(u+v)—Cu—o, 


<p pile Pa 
put per p(u+e) =; (EERE) ’ 
( 


€4—- €2)(€; — @3) 
pled acme 1 2)(e ay 
Pe 


(€2— €1)(€2— e3) 


U+w + w’)—eg= 
p( Lam ed ee 


€3— €1)(€3— eo 

Dle easy ohn tee Paes - ), 
pu— @€3 

Racines €4, €2, 63. — Fonctions 51, %2, 73. 


a= po. €=pl(e+w’), €3= pw’, 


aes 7 Chuo) (U—w')o(u +o + 0’) 
Par ance Toto’ F(o+o0')oeu : 
o(o — Ww . 
Oe oi enue 
Tw 
Oru = elatn)u MAL Ee dg s uw) 
(wm + w’) 
5 fos (0) 2H 
osu = et AO) ey 
Ww 
o,u\? “(Sou \2 (Os 
OY a oe mt (a pu— = - u— €3 ={- —— 
j (Sey’ } ; (=), P ; ( u 


20,UT2U03U 
Sool eins igeboceee g 7e S 


2 
P eu 


Les fonctions a1, 7), %3 sont paires. 
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Ul 


Y oD) ‘ 
Valeurs réelles de pu quand w et — sont réelles. 
t 


Considérons le rectangle de sommets 0, w, w+ w’, w’, Quand l’argu- 
ment u décrit le contour de ce rectangle dans le sens 0, », w + w’, w’, 0, 
Ja fonction pw est réelle et diminue constamment de +0 4 —oo 


1° Quand wu va de 0 au sommet w, pu décroit de © a e,; p'u est réelle 
et négative. 

2° Quand uw va dew aw-+w’, pu décroit de e, a é2, p’u est purement © 
imaginaire positive. 

3° La variable w allant de wo +’ a w', pu décroit de ey a e3, p’u est 
réelle et positive. 

4° Enfin wu revenant de w’ a0, pu décroit de e; a — 0; p'u est purement 
imaginaire négative, 


En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 


FONCTIONS DE JACOBI. 


Séries trigonomeétriques. 


K’ 
ear aU 


Tae. ; meee 
H(i) = 2\/q¢ sin v — 2\/q? sin 39 + 2 V/g?5 sin 5e—..., 
Hy(w) =2V/¢ cose +2 1/99 cos30 + 2\/q?5 cos5e-+..., 
Q(u)=1— 2g c0s2” + 2g* coshy —2g9 cos6e-+..:, 


0,;(w) =1+ 29g cos2v-+ 2g' cos4v + 2q% cos6yo+.... 


— GH (2u+iK’) 


A=e *K ; Zéros de H(u) 2mK + antKk’, 
Hj(u)= H6u+ KK), » H,(u) | (a2m+1)K+ 2antk’, 
O(w) = FH (w+ ik’), > @(u) 2mK +(an-+1)iK’, 


0;(u) = +H(w+ K + ik’), » ~ O,(u) | (2m+1)K+(2n+1)iK’, 
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Produits infinis. 


TU 


Cake A=(i—@¢@)(i—qg*)\1—¥).-., 


En Guia AoW/q sin ¢(f — 2g? cos2v + q*)(1— 2g* cos2H + Gg)... ; 
Hi (uw) = A2i/q cose (1+ 2g? cosav + g*)(1+ 29% cos2v + q)..., 
O(u) = A(1— 2g cos2 + g?)(1— 243 cosa + ¢®)..., 


0; (wv) = A(1+ 2q cos2” + g?2)(1+ 2g? cos2e + q®).... 


Addition d’une demi-période ou d'une période. 


iets ee ee ee Sere 

H(w+K)= 4H,(w), H(u+tK')= 7) O(w), 
O(u+K)= 0,(w), O(u+i1K’)= t1AH(uw), 
H,(w+ K)=— H(w), H,(w+7K’)=  }0;(1), 
O@,(u+K)= O(w),. 0,(w 1K’) = XH,(e); 
H(wu+K+7K')= = i0,(w), ~H(u+atK’)=—pH(w), 
6(u+ K+7K’)= -AH,(u), -_ 0(u+ 21K’) =—»O(x), 
H,(w+ K+ 7K’) =— 1) @(u), Hy (w+ 22K’) = vHy(2), 
O(w+K+7K')= thH(u), O(u+tr2tK')= 2 (u). 


Relations entre les ¥ et les 3S. 


Py 
ijt H(w) 30 
eee) } 
\ 78" 
opt ote nae — Hi(u) oe 
tad <a aren ae i — 
Tw : * H,(0) 
O(O + Wl w) @1(w) ue 
S2u = ————_— eo rnu = i ee 
T(HM+ ow’) 01(0) ’ 
i 3 17 
S(w + u 2 Sale 32 
oy i — AC ia Re Le Ou) 2% 
oo) 0(0) 
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FONCTIONS snu, enu, dnu. 


snu = Jk @(u)? 


SS RA Ca) = H(K) _ Hi(0) 
onu=i/o ; Vk = ur Onoy 


® 
tes 
= 
SS 


Addition d’une démi-période ou d'une période. 


4 cnu ae9 I 
sn wat KK) = —— sn (wae ck) = ; 
( ) dna’ ) Kksnu 
K’snu ; . dnu 
en(u+ K)=— en(u + ek’) = — t—— 
( ) dnu ( ksnu’ 
k’ cnu 
dint t=) ances Kk b= ——— 
( ) dow’ ( ) sou’ 
S ae dnu 
sn(w+ K+ 1K’) = ; 
Kenu 
: ies See 
en(u+K+¢K’)= ; 
koenu 
pe FES Unb 
dn(u + K+ 7K’) = th’ ) 
cnu | 
A 
sn(uw+2K)=—snu, sn(u+2tK’)= _ snu, 
en(u + 2K) =—cnu, en(w + 21K’) =—cnu, 
dn(w+2K)= dnu, dn(u + 2tK’) =—dnu. 
Argument purement imaginaire, — Relation entre pu ef snu. 


; eye age [Koes ) 
ERA 23s San eg a ay 


I Crs 3 
Smee ER he eee A a let eo 
dn(w|K’, cK) 
cn(u|K', cK) 


ACAI [AAG A 


dn(iu|K, iK’) = 
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Valeurs réelles de snu, cnu, dnu quand K et K’ sont réels ( fig. 7 bis). 


OA = Kj: OB = K, 


snu te) I i nw 
u A O B 2 
cn oO 1 n 
u G AS a) B : 
dn Ke I ee) 


Formules d’addition. 


enz = cnwen(w—a)+snusnyiu—a)dnz, 


sn?'u+cn?u=1, ; 
Rea k?=1, 
k?sn?u + dn2u=1, 


snucn¢edne + sneenu dnu 
SASS ne hee 1— k2 sn2u sn2v 2 


(uke) cnucny —snusne dnu dny 
GG aeO) ye ee ee 
1— A? sn2u sn72v 
dnudne — k2snusne cnu ene 


I) (0) sO) ae ; 
( ) ; 1— Ak? sn2u sn2 


Dérivées. 


dsnu 2Ky 
ae =ecnudnu, / = =—=AOM(CO)): 


Si l’on suppose K et K’ liées par la condition 


ST AA 29h 29% Faw, 


Te 


=— k%snucnu. 


| Développements en series entires. 
ee : 


Peas BN §, i 
pr ap a ‘ = 


3 - . as (i+) | 
ee us > 
ieee PES aaa 


ene — se 


u 
7 
23.4 5.87 © 


= (+ 440 0k) : a “as 


ZR 


aoe + Us B= 


7 


es sr aeee 


<a ae BS PS istieee 
cag boca Oia 


’ 


i 
vhs 
3 
4. 


6. 


(as 


8. 

9g 
10. 
{1. 
aes 
asa 


14, 
Te 


Whe 
18. 
19° 
20. 


. Series entiéres. Fonction holomorphe en un point. Zéros., 


“Cas général. Poles et zéros. Ordre 
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